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Tentameneisen. 
Projectieve en euclidische Meetkunde (3 semesteruren): volledige 


inhoud van deze syllabus, met inbegrip van de opgave. 


Projectieve Meetkunde (2 semesteruren): 51 t/m 816, uitgezonderd 
hetgeen betrekking heeft op meetkunde over een coördinatenlichaam 
dat niet-commutatief is of karakteristiek 2 heeft, en de groepen- 
theoretische resultaten, met name in (7.4),(9.6),(9.7),(9.8),(10.7) 
(10.8),C1U.3),(14.6),(16.15) en opgaven 3.2, 5.4, 10.2, 10.3, 10,4. 


Aanvulling PM tot PEM (1 semesteruur): 515 t/m 820, en bovenge- 


noemde voor PM uitgezonderd theorie en opgaven. 
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5 1. Het projectieve vlak, 


Wij beginnen met een aanschouwelijke, nict exacte, inleiding 
waarin wij vastknopen aan de euclidische meetkunde. In het 
euclidische vlak hebben twee punten altijd een verbindingslijn, 
twee lijnen hoeven echter geen snijpunt te hebben=-zij kunnen 

ook evenwijdig zijn. Dit geeft aanleiding tot talloze uitzon= 
deringsgevallen in de formulerins en het bewijs van stellingen. 
In deze toestand kan men verbetering trachten te brengen door 

aan evenwijdige lijnen een snijpunt toe te kennen, het "onein= 

dig verre" of “oneigenlijke” punt van die lijnen. Al die pun= 
ten liggen dan op één “oneigenlijke” rijn. Wij lichten dit 

toe aan de hand van het schoofmodel. Wij denken een euclidisch 
vlak V ingebed in de euclidische ruimte. De schoof van een 

punt 0 is de verzameling van alle lijnen en vlakken door 0. Wij 
kiezen dit punt 0 buiten V. Aan een punt a van V voegen wij de 
lijn door 0 en a toe, aan een lijn L in V het vlak door 0 en L. 
Op die manier hebben wij een 1-1 correspondentie (bijectie) tot 
stand gebracht tussen de punten in V en de lijnen door 0 die niet 
evenwijdig V zijn, {V, en tussen de lijnen in V en 
de vlakken door o, + V. Ligt een punt a op een lijn L in 
V, dan ligt de corresponderende lijn oa. in het vlak oL en 
omgekeerd. Noemen wij een punt en een lijn in V incident, als 
het punt op de lijn ligt, en analoog een lijn door o incident 
met een vlak door o als de lijn in het vlak ligt, dan beant- 
woordt aan incidentie in V dus incidentie in de schoof door o, 








Figuur 1. 


De lijnen en vlakken door o, f V, vormen een model van het vlak 
V - als wij afzien van verdere structuur in V, zoals orde, af- 


stand, hoek, Aan een lijn 1 door o evenwijdig V, 1 4 v, 
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beantwoordt een stelsel evenwijdige lijnen in V: immmers de vlak- 
ken door 1, 4 v, zijn juist de vlakken door o die corres- 
ponderen met de lijnen in V die / 1 zijn. Het ligt dus voor de 
hand 1 te beschouwen als oneisenlijk snijpunt van dat stelsel 
evenwijdige rechten. Alle lijnen door o, / Vv, liggen in het vlak 


door o dat 4 V is. Wij vatten dat vlak op als oneigenlijke rechte; 
(de term "rechte" vervangt in deze samenhang de uitdrukking (rechte) 


lijn). tee anneer 
De complete schoof van lijnen en vlakken door o levert ons dus 


een nieuw soort vlak, het projectieve vlak. PUNTEN in dat vlak 
zijn per definitie lijnen door o, RECHTEN in dat vlak zijn vlakken 
door o. Een PUNT is incident met een SECHTE als de corresponderen- 
de lijn in het corresponderende vlak ligt. 

Dit projectieve vlak bezit de volgende eigenschappen (wij 
schrijven nu weer punt i.p.v. PUNT, rechte i.p.v. RECHTE): 


A. Twee verschillende punten incideren met precies één rechte. 
Af Twee verschillende rechten incideren met precies één punt. 
B. Op elke rechte liggen tenminste drie punten. 
C. Er zijn een rechte en een pùnt die niet incideren. 


erk op dat hier geen sprake meer is van oneigenlijke punten 

en rechten. Hebben wij eenmaal het projectieve vlak geconstru- 
eerd met het schoofmodel, dan kunnen wij het oorspronkelijke 
euclidische vlak V vergeten. Nemen wij door o een willekeurig vlak 
V!, en kiezen wij V / V', dan correspondeert V!' met de oneigen- 
lijke r rechte van V. Dit betekent dat wij HIE het 

projectieve vlak een willekeurige rechte kunnen wegsnijden: wat 
overblijft heeft dan de eigenschappen van een euclidisch vlak, 
voorzover het gaat over punten, lijnen, incidentie en evenwij= 
digheid. Wij noemen zoiets een affien vlak. Dus: 


Een affien vlak kan door toevoeging van oneigenlijke punten en een 
oneigenlijke rechte sitgebreid worden tot een projectief vlak. 


Laten wij omgekeerd uit een rojectief vlak een willekeurige rechte 


weg, dan blijft er een affien vlak over. 
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In deze paragraaf is het projectieve vlak gedefinieerd uit- 
gaande van de euclidische meetkunde. Aangezien we de axioma= 
tische fundering daarvan niet bekend kunnen veronderstellen, 
is dit een onbevredigende manier van doen. Wij zullen daarom 
in 6$2 een algebraische definitie geven; geïnspireerd door het 
schoofmodel. Op de eigenschappen A, A*, B, C zullen we in 520 
de axiomatiek. 


Opgaven. 


1.1,ÜIn hoeveel delen wordt het projectieve vlak verdeeld door 
een rechte{füin hoeveel door twee rechten? 

1.2. Beschouw de volgende eiszenschap: 

A*!, Twee rechten zijn incident met tenminste één punt. 

Laat zien dat de grondeigzenschappen A en A*ekwivalent zijn met 
A en A*, 

1.3.WGeef een voorbeeld van een meetkunde, die aan A,A* en C vole 
doet, maar niet aan Blok Één, die aan A,A* en B voldoet, maar 
niet aan Cc. 

1.4, Beschouw een meetkunde die aan A,A*, B en C voldoet, Bewijs 
dat met elk punt tenminste drie rechten incideren. 

1.5. Beschouw aen meet-ur*s dic aan A A Ben C voldoet met ce 
eigenschap: er is een rechte 1 waarnee nrecies n nunten inci-= 
deren (dus n > 3). 

Bewijs: 

a. siet elk nunt a niet on 1 incideren precies n rechten. 

b. let ieatere rechte incicderen nrecies n nunten, 

C.‚ door ieder punt maan precies n rechten. 

d, är zijn in totaal n° -n + 1 nunten an evenveel rechten in 
deze meetlunde, 


Algebraïsche definitie van projectieve vlakken. 


Denken wij nog even terug aan het schoofmodel. Neem een willekeurige 
3-dimensionale vectorruimte R met oorsprong 0. Een lijn door 0 is 
dan een 1-dimensionale lineaire deelruimte, een vlak door h een 2- 


dimensionale lineaire deelruimte. Een 1- of 2-dimnensionale deel- 


ruimte stelt dus een punt resp. een lijn van het projectieve vlat 
voor. O = {O}is de lege deelruimte van het projectieve vlak, R het 
over 


“hele! vlak. Wij kunnen hierbij uitgaan van eer vectorruimte 
een willekeurig, al dan niet commutatief liehgam (dus niet noodza- 


kelijkerwijs over het lichaam van de reële getallen IR). Eenvou- 





Zed) 
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digheidshalve beperken wij ons in het vervolg tot commutatieve 
lichamen, hoewel dat voor een deel van de theorie niet noodza- 
kelijk is. Wel zullen we telkens aangeven wat er in het niet 


commutatieve geval gebeurt. 


Definitie. 
Zij K een lichaam, R een K-vectorruimte, dimR = 3. Het projec- 


tieve vlak PR is de verzameling van alle lineaire deelruimten 
van R, met de incidentierelatie gegeven door: 


L en M zijn incident, geschreven LM * LC M of L 2 M. 
Een 1-dimensionale lineaire deelruimte heet (projectief) punts 
een 2-dimensionale lineaire deelruimte heet (projectieve) rechte; 
K heet het coördinatenlichaam, R de coördinatenruimte van PR. 





De door x1s...;XK € R opgespannen lingaire deelruimte schrijven 


wijt Fr se aande =z Kx1 + ve. + KX = 5 Kx; = { 2 hin Aa pees 


i=i i=1 


id e xk. 


Is L een projectief punt, dan is L bepaald door een willekeurige 

KE Lje X fo, dus L=fx|- 

'Ierk op dat [xl] = [sl] aan en slechts dan als x en y lineair âfhan- 
ser Gen ei er een À * 0 in K is zodat y 2x). 

Zijn | xl en 7] twee verschillende nunten, dan bevat de rechte x,y 1 
door | «| en | v | . alle punten hx + uy | met A,peKk niet beide 0. 


Omdat x en y nu onafhankelijk zijn, f xl Nf[fy] = GO, kunnen we deze 
schrijven als directe somfx,yl =[Fx1®Fry1. Dit voorkort verwarring 


met het punt [x+y]. jn n n " 
Kiezen wij in R een hasis eg, Sjer ea en schrijven wij 

x= 60 + Ey ej + 52 23 = FEorEirE2 dan geven wij 
[x] ook wel aan door bor61r62 . 


Ga na dat &- in (2.1) gedefinieerde projectieve vlakken de eigen= 


schapven A,‚A*, B, C van 8 l hebben. 


Een stel punten dat ap één rechte ligt heet collineair; een 


stel rechten dat door één punt gaat heet concurrent. 
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Een driehoek is een niet-collineair 3-tal punten pi ,Pa2>Ps (de 
hoekpunten; hun verbindingsrechten pi ® pas P2 ® ps, ps ® pi 
heten de zijden). 

Wij beschouwen nu twee driehoeken, pi ‚P2 ;P3 en q1 »q2 ‚43 . Deze 
driehoeken heten puntperspectief, als er een punt r bestaat zodat 
voor i = 1,2,3 geldt: p;»4; en r liggen op één rechte, m.a.w. 

P1 ® q1 > P2 ® q2, p3 ® q3 zijn concurrent; r heet het centrum 

van puntperspectiviteit. Liggen de drie punten 

(pi ® pz) N (q1: ®@ q2), (p2 ® pz) N (q2 ® q3) en (pz @ pi) N (qz ® ai) 
op Één rechte L, m.a.w. zijn de snijpunten van overeenkomstige 
zijden collineair, dan noemt men de driehoeken lijnperspectief; L 
heet de as van lijnperspectiviteit. Wij bewijzen nu 


(2.2) D. Stelling van DESARGUEÊS. Zijn twee driehoeken puntperspectief 
d 











Figuur 2. 
Bewijs: Veronderstel de driehoeken pi ;P2 ;P3 en q1 ;q2>43 Puntpers- 
pectief met centrum rv. Laat pj = fa;l» a; = [by], r = fe]. Dan is 


ec = dart Bibi = A22 + B2b2 = Az323 + B3 bz , dus 

dj = aza2- 4343 = =Bab2+ B3bz E (pa ® pz) M Cq2 ® q3) = ui 

dz = az43- arai = =Bzbs+ Bib: E (ps 8 pi) MN (qz 8 q1) = uz 

dz = aa2T A21 = =B1bit Baba E (ps Ô pa) N (qz ® q1) = uz 

Omdat pi »P2 >P3 niet collineair, dus aj ,a2 „az onafhankelijk zijn, 
en evenzo bj ‚bz ‚bs zou uit bv. dj= 0 volgen a2 = 0, B2 = 0, c = 0. 
Dus d; # 0, u; = [as], Nu is dit dat d3= 0; dus zijn ui „uz us 


collineair. 
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Opmerking. De stelling van Desargues geldt ook ín een nrojec= 
tief vlak over een niet commutatief coördinatenlichaar:., 


Uit de stelling van Desargues lcidt men gemakkelijk de omgekeer= 
de stelling af, te weten 


(2,3) Zijn twee driehoeken lijnnersnectief, dan zij ze ook puntper- 
spectief. | 
Bewijs. Laat nj, n5, nz en Aje Pp, 73 de twee lijnnersnectieve . 
driehoeken zijn: uy = (pz ® n3)N(az @ 13), Uz = (o3Ôn |) (a 38 j ) 
en u3 = (pj ® n3)N(ay ® az) Ligaen on &én rechte. Bekijk nu de 
driehoeken Die Tj, UZ en P3, F3, Uye Deze zijn puntversnectief 
vanuit uz, dus volgens de stelling van vesargues zijn ze lijn= 
nerspectief,. Dat betekent dat het snijrunt van ny + aj en 
n3 ® q3 on &&n rechte ligt met ps en Tg. Daarmee zijn vij klaar, 





Figuur 3. 





Pi: A1 P De desargues-configuratie, bestaande uit 


P2 q2 r de 10 punten Pi ‚Pa ;P3 >Qq1 42 +Q3 + ‚U1 ;Uz ;Uz } 
P3 q3 r geordend in nevenstaande 10 collineaire 3-tallen, 
P1 P2 Us bezit een volledige symmetrie: | 

q1 q2 Us Leder van de punten kan als perspectiviteitscentrum 
P2 P3 Ui opgevat worden, de perspectiviteitsas is dan 

d2 q3 U1 eenduidig bepaald (deze bevat de 3 punten, 

P3 P1 U2 die niet tot een van de 3-tallen behoren, die het 
43 Ji Uz2 centrum bevatten). Uit de collineariteit van 9 


Ui Uz2 uz van de 3-tallen volgt die van het 10e. 
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Jogaven. De: 
2.1l.öSchrijf alle nunten in coördinaten uit van het projectieve 


vlak over [b, het lichaam met twee elementenliĳjDoe hetzelfde voor 


het lichaam F3, met drie elementen. Let er ov, niet twee maal 
eenzelfde punt on te schrijven ! Vergelijk ret opgave 1,5, 


2,2, Laat zien dat een projectief vlak als gedefinieerd 
in (2,1, de eigenschappen A,A*, B, C van $ l heeft, Denk aan 


GRASSMAN: dim(S+T) + dim(SMT) = dim S + dim T. 


2.3. (i) Leid de stelling van Desargues (2.2) uit zijn omgekeerde 


(2.3) af. 


2.3. (ii) Geef voor elk van de 10 punten van de Desargues- 
configuratie de twee driehoeken uit de configuratie, die uit 


dit punt perspectief zijn, en hun perspectiviteitsas. 


‚4. (id) Toon aan dat Pa,5L] s 1450571550345] collineair zijn. 
2.4, (ii) Bepaal ([1,5,-2] @ [4,3,-1]) Nn ([2,-1,3] @ [2,2,31). 


2.5. Ga na dat de driehoeken pi= [1,0,0], p2= [0,1,0], pa= [0,0,1] 
en qi= [a,1,1l, qa= [1,8,1], qs= [1,1,y] perspectief zijn uit 
dh. Bepaal u, ‚uy ‚uy en toon aan dat dit 3-tal collineair is. 


2.6. Bewijs dat de meetkunde uit opgave 1.5 met n = 3 aan 


Desargues voldoet. 


Collineaties en projectiviteiten. 


We beschouwen een bijectie (1-1 afbeelding òp) b : P > P! van 
projectieve vlakken P, P', die incidentie behoudt, duw.z. 
LIM * òL|$M voor alle L‚M EP, Is p EP een punt, dan kan 

bp EP! een punt of een rechte zijn. Een rechte Llp gaat in 
het eerste geval over in een rechte bL[lép, en een punt qlL 
weer in een punt dalòL, dus $ beeldt alle punten op punten af 
(wegens A), en dan ook alle rechten op rechten. In het andere 


geval gaan alle punten in rechten en alle rechten in punten over, 





(3.1) 


B) 


(3.3) 
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Definitie. 

Een collineatie resp. correlatie van een projectief vlak P op 

een projectief vlak P' is een bijectie ò : P > PY waarvoor geldt: 
LIM òL|dM voor alle L‚M EP, en 


dim &L = dim L resp. dim òL + dim L = 3 voor alle L EP, 


Een lineaire transformatie AE GL(R) (d.w.z. A : RR 1-1 
lineair Òp) geeft ons een collineatie [A] van PR op zich, door 
te stellen [A]L = AL (ga na). Er zijn ook andere, bv. Le L = 
= {x|x € L} (complexe conjugatie van lineaire deelruimten) is 
een collineatie van PCS. 

Een voorbeeld van een correlatie is de afbeelding L > rÌ- 
a fylixly) = 0 voor alle x € L} (orthoplement van lineaire 


deelruimten) voor PIR? (met “inproduct) of PC? (unitair). 


Door de beelden van de punten is een collineatie (correlatie) 
b vastgelegd. Laat bide beperking van & tot de verzameling 
punten van P zijn, dan geldt voor elk 3-tal punten 

Psqsr collineair * bpstasór collineair (concurrent). 


Omgekeerd geldt ook 


Is Ò: een bijectie van de verzameling punten van P op de verza- 


meling punten (rechten) van P', waarvoor geldt 
p‚qsr collineair ® bip; diq, bir collineair (concurrent) 


voor elk 3-tal punten p‚g,r € P, 


dan is bi de restrictie van een collineatie (correlatie) ò : P »>P!, 


Overeenkomstige uitspraken gelden voor de restrictie $2 van $ tot 


de verzameling rechten. 


In (3.1) kan de eis dat db bijectief is verzwakt worden tot Ò1 


of Pa surjectief (afbeelding Öp): 


Stel $1j is een afbeelding van de verzameling van de punten 


van ® in die van P, &2 een afbeeldin van de verzameling van 
de rechten van P in die van P;, zodat voor elk nunt x en elke 
rechte L in® geldt x|L * bixlé:L, en zodat $: Qf é: surjec- 
tief is. Dan zijn bi _en bz restricties van een collineatie, 
d.w.z. bi en d2 zijn beide bijectief. 





(3.4) 
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a) #2 is injectief. Stel nl. L en M zijn rechten in P zodat 

ó2L = #21. Kies punten yjfyz or 9pL. Er zijn punten xj en x3 

in P zocat „jxj = vyri = 1,2; uiteraard is xj * x2. Haar dan moet 
x, |L en xj |M voor ìi = 1,2, aangezien Cjxj |L en bjxj loo't. 


b) Ò 5 is surjectief. Neem een rechte L inP' en kies op L punten y1* ya 


Dan zijn er punten xj, xj in P met €jxj = yY4- De rechte door 


xj en x2 Wordt door &5 op L afgebeeld. 
c) 6} is injectief. Stel x en y EP zijn punten met dix = diy. 


Kies twee rechten M, * 12 in®P' door Pjx.M; = 63Lj voor sen rechte 
L, in P, Dan zijn x en yv beide incident ret Lj, en Ip * Ls. 


Dus x= y. 


In de rest van deze paragraaf bekijken wij collineaties van 
een projectief vlak P op zichzelf. 


en as nm mn 


persvnectiviteit (of centrale collineatie) als er een rechte L 
bestaat zodat óf = pn voor alle punten p|L. L heet de as van @. 











lij willen deze ' kwasinersvectiviteiten aan cen nader onder- 
zoek onderwerpen, Wij kouden.ons aan de notatie van (3,4). 





Figuur bk. 


b 


a) Er bestaat sean punt » | L, zodat Or = »n, Is ‘1 een rechte door 
p‚, dan is zowel »p als EM vast onder &, dus 4“ = "1, Meem een 
willekeurig nunt a, *, a {L. bd = #a ligt on de rechte p® a 
bf», bj} &. Is x een punt, x{ L, x} rn ®a, dan ligt yv = êx 
on de rechte pex; z = (a & X)NL is vast onder 5, dus 4(a ® z)= 
b® z. Dus y lict ook on b® z, d.w.z. y= (hb ® zjn ® x), 
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Is u een punt van n ® a, dan kunnen wij on analoge wijze het 

beeld v van u construeren ret behulp vân een punt x en zijn 

beeld yv, xlr xinea. 5 

Een kwasipnersnectiviteit ® van dit tyne noemen wij een dilatatie 

alias elatie. p heet het centrum van b. Wij hebben dus gezien: een 
dilatatie is volledig bepaald door zijn as L, zijn centrum p en het beeld 
b van &én willekeurig punt a/ L, a #p. b moet on p ® a liggen, 

bnp, bl L. Uij zullen verderop zien dat b met inachtneming 

van deze restricties willekeurig gekozen raa worden, In elk ge- 

val zien wij: is b = a, dan is v dae identiteit. Pus 


Een kwasiperspectiviteit die buiten zijn as- nog twee nunten 
vastlaat ís de identiteit, 





X 


Figuur 5. 





b) Er is geen punt pn / L zodat p =p. Heer een punt af L. 

Dan ba =b#*a, Zij-p = (a®b) NL, dan is bp=p, en $(a@b) = H(a@p) = 
= ba®hp = bep = a@b. Neem een willekeurige punt x f L,‚ wij beweren: 
voor y=px gaat x®@y door p. Voor xla®p zijn wij klaar. Neem x 1 a®p, 
stel q = (a®9bx®y). Nu is ven den = X@y, dus $q= HlaBD)NG(x@y) = qg. 
Dus moet alL, waaruit volgt dat q = p‚, m.a.w. plxey. 

De rest van het bewijs loont nu als onder a). Hen punt x / Le, 

atp wordt afgebeeld on y = (Px)N(b@z), waarin z = (a®x) NL, 

Len kwasiperspnectiviteit van Zit tvne noemen wij een transvectie . 
alias homologie. p heet het centrum van de transvectie 

Het centrum van een iwasirerspectiviteit kunnen wij karakteriseren 
als het punt p met de eigenschan dat &L = L voor alle rechten 

L | ». Ga zelf na dat een kwasinersnectiviteit Cie niet de iden= 
titeit is maar één centrum en &én as heeft. Samenvattend hebben 

wij dus aangetoond: 
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(3.6) Bij elke kwasiperspectiviteit 6 is er precies één punt p, het 
® is bepaald door centrum, as en het beeld van één punt # centrum 
en niet op de as. Is 6 # identiteit, dan zijn centrum en as een- 
duidig bepaald. 


Wij zullen nu het khestaan aantonen van kwasinersnectiviteiten 
met gegeven as én centrum die een punt a in een gegeven vunt b 
afbeelden. 


(3.7) Gegeven een punt » en een lijn L, al of niet incident, 
Gegeven verder twee punten a en b, fp en f L, zodat n, a en b 


collineair zijn. Dan is er een kwasinerspectiviteit met centrum pn 
en as L die a op h afbeeldt. 


Bewijs. De te construeren kwasipersnectiviteit noemen wij é._ 


Voor x | L definiëren wij &x = x; verder óp = pn. 





Voor x } pa, FL moet &x geconstrueerd worden als boven aan- 


gegeven onder a) en b): neem z =(a@xjfiL, Gan oX = (p@x) (bez) . 
Neem nu een punt v ! L, f vea, / p@: en construeer &y net zo 

als @x. Wij beweren dat (x+y)N(Gx+yy) op L ligt. Aangezien de 
driehoeken a, «, y en b, *x, éy puntperspectief zijn vanuit p, 
is dit een direct gevolg van de stelling van Desargues (2,3). 








38} 
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zij. nue | p®a. be construeren wij dan als boven, met behulp 
van x en Ôxs 9e = (POC) N(EKO( (CBX) NL) ). Paar als wij nu Ôc 

gaan construeren met behulp van een ander stel punten v en Òy, 
is dan het resultaat hetzelfde ? Ja, want (x®y)N(ex8®y) |L, zo= 
als boven aangetoond, en (c@x)N($c&òx) |L, dus volgens Desargues 
geldt ook (c@y)N(6c8ty) |L. “ij hebben nu dus $ voor alle punten 
van het vlak op eenduidige wijze gedefinieerd. Het is makkelijk 
in te zien dat: ò bijectief 1s;ga dít zelf na! Om te bewijzen dat 
Ò zen collineetie is, moeten wij tenslotte nog aantonen: x, y-_ 
en z zijn collineair dan en slechts dan als &x, $y en &z het 
zijn. Voor x= p ef x | L volgt dit onmiddellijk uit de con= 
structie van $. Stel nun fx, y, z en L / X, Yo Zi X, Y en z 
collinzaix. Heen v = (2BY)NL. Dan y‚ z |. x®u, dus òy,oz | Óx+u, 
zoals wij boven bewezen hebben. Dus Ôx, óy en òz collineair. 
het bewijs in ongcekeerde richting gaat net zo. Daarmee zijn 


wij klaar. 


De kwasiperspectiviteiten met gegeven as L vormen een groep; 
evenzo de kwasiperspectiviteiten met gegeven as L en gegeven 


centrum D. 

Bewijs. | 

Zijn & en wp kwasiperspectiviteiten met as L, dan zijn ook & o w 
en 6”! collineaties die L puntsgewijs vast laten, dus kwasi- 
perspectiviteiten met as L. Hebben beide centrum p, dan laten 


ook $ o w en UT} alle lijnen door p vast. 


Ook de kwasiperspectiviteiten met een gegeven centrum p vormen 
een groep. Alle kwasiperspectiviteiten vormen geen groep, omdat 
de samenstelling van twee kwasiperspectiviteiten i.h.a. geen 
kwasiperspectiviteit is. De groep die ze voortbrengen bestaat 


uit alle eindige producten van kwasiperspectiviteiten. 


is als eindig product van kwasiperspectiviteiten. 


‘Let wel, een projectiviteit kan natuurlijk op verschillende 


manieren geschreven worden als product van kwasiperspectiviteiten. 


Alle projectiviteiten vormen de projectieve groep GP, 
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Dit is een ondergroep van de collineatiegroep TP, die bestaat 
uit alle collineaties van het projectieve vlak P op zich. 


(3.10) De projectieve groep is normaal in de collineatiegroep: GP Q TP. 
Bewijs: Is $ een kwasiperspectiviteit met as L en centrum p,‚ en 


tT een willekeurige collineatie, dan laat rt! 


en alle rechten door tp vast, is dus kwasiperspectiviteit met as 


alle punten op TL 


TL en centrum Tp. 
Is mT een projectiviteit, dus Tm = Öye + -Ô2 is waarin ®1 sÔ2 ;««-sÔy 
kwasiperspectiviteiten zijn, dan is zat! = TOT Lee tdaT ThT| 


weer een projectiviteit: Tm € GP, tT € IP > zit! € GP, 


Wij gaan nu bepaalde afbeeldingen beschouwen tussen rechten 
in een projectief vlak, waarbij wij een rechte onvatten als 
verzameling van de daarmee incideren?e punten. 


(3.11) Definitie. Gegeven twee rechten L en M en een punt ec, FL en /M. 
De persvectiviteit van L on M et centrum c is do afbeelding 
x ee _ (c@x)N M voor Xx € Le 


e 
Hotatic voor deze nersnectiviteit: L + M 





Figuur 7. 


Dit is een bijectie van L op M. De inverse af- 

beelding is de perspectivitcit van '! on L met centrum c. 'lerk 
on sat deze nersnectiviteit in het affiene vlak niet in elk 
punt van L gedefinieerd zou zijn en dat niet elk punt van M 
als beeld op zou treden; waarom ? 


(3.12) Definitie. Een projectiviteit van een rechte L on een rechte 
is is. een eindig product van nersnectiviteitcen,. 


nn 





Dat wil zegaen: 1 = L > M is een projectiviteit, als er perspec= 
tiviteiten 6, : L-Êb Lj, ba : La PD LaseeesÔ t Leed —K, M bestaan 
zodat PT = Ôjsssee.sbjt 


De volgende twee stellingen kan de lezer makkelijk zelf bewijzen, 





FO 
' 


| 
(3.13) 
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Het product van nrojectiviteiten 1 : L *Menpt MN is 
een projectiviteit pr : L * M. De inverse van Tl 18 een pro 


jectiviteit f7l : Mm > L. 


De projectiviteiten van een rechte R op zichzelf vormen een groep GR, 


Voor een projectiviteit tussen rechten mogen de beelden van 3 


punten willekeurig worden voorgeschreven. 


Bij 3 verschillende punten Pp; ;P2 s,P3 Op een rechte L en 3 verschil- 
lende punten q: ,q2 ,q3 Op een rechte M bestaat een projectiviteit 


n : L > M waarvoor Tpj = Aj» iz 1,2,3. 


P3 






Pi bemiddelende 
rechte 


M q1 qz q3 Figuur 8. 


Bewijs: Als L = M voeren we eerst door een willekeurige perpecti- 
viteit pi P2,p3 over in pis,pis;pj op een rechte L' # L. Laat nu 

L # M zijn. We mogen aannemen dat ps * L NM en q3 # L NM. Dan 
zijn pi = (p2 @ qa) N (pz ® q2) en va = (p1 8 q3) N (pa @ q1) 
verschillende purten (ga na). mT : L A3, r: ® ra P3, M doet het 
gewenste; r, ® r2 heet de bemiddelende rechte van mT. 


Een kwasiperspectiviteit & beeldt iedere rechte Y projectief af 
op bY. 





Figuur 9. 
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Bewijs: Laat $ centrum p en as L hebben. Als Y 4 p is de res- 
trictie ò : Y Ls bY perspectief. Zij Y|p, a { Y en ba = b, dan 
is de restrictie & : Y et >, y projectief. 

De volgende stelling legt een verbaná tussen nersnectiviteiten 
en vrojectiviteiten tussen rechten enerzijds, en kwasimerspec- 
tiviteiten resn, nrojectiviteiten in het vlak anderzijds. 


Ts LM is een persnectivitcit (projectiviteit) dan en slechts 
dan als Tm de restrictie is van een kwvasipnersnectiviteit (resp, 
projectiviteit) & van het vlak on zichzelf ie L op M afbeeldt; 
in het geval van een perspectiviteit 1 valt het centrum van 1 
met dat van 6 samen en kan de as van ò willekeurig gekozen 
worden door het punt L Ni, mits # L en # M, 


is c het centrum van ò, dan induceert & opn L de perspectiviteit 

L S M . Omsekeerd wordt de perspvectiviteit L Sm geïnduceerd door 
een kwasipersnectiviteit met centrum c, as N|LMM, NÉL,!!, die het 
snijpunt a=XNL van een rechte X|c, X{LMM afbeeldt op b= XMM. De 
rest van het bewijs is duidelijk. 


niet=commutatieve iichamen. 


Opgaven. 
3.1. Bij het bewijs van steliina (3.7) is gebruik gemaakt van de 


stelling van Desargues (2,2). Laat zien cat nen omgekeerd de stel- 
ling van Desargues kan bewijzen met behulr van (3.7), verder al= 
leen gebruik makend van de grondeigenschapnen A,A*, B, C van een 
projectief vìiak,. 


3.2. Eeschouw de verzameling SP van alle collineaties van P die te 
schrijven zijn als eindig nrocuct van transvecties. Bewijs 
dat ST een ondergroen is vanGP (en dus ook ven IP), en wel een 
normale ondergroen vanrP (en dus ook vanGP). SP heet de kleine 


projectieve groep, 
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3.3.(1) Zij $ een collineatie die alle rechten door een punt p 
vastlaat. Bewijs dat & een kwasiperspectiviteit is. (Veronder- 
stel eerst dat er een rechte L{p bestaat zodat L = L. Is dit 
niet het geval, neem dan een rechte Alp, stel HA = Ben L = 

= (AMB)@p en toon aan dat v(ANB) = ANB. Laat zien dat L niet 
van de keuze van A afhangt). 

Ei) Toon aan dat alle kwasiperspectiviteiten met gegeven 


centrum p een groep vormen. 


3.4. (i) Zij ò de dilatatie met as fo‚1,0] ® fab. centrum 
[1,0,0] waarvoor [1,1,1] = fa,1,1). 

„/a 0 O0 
Bewijs dat & = [A], waarin: A = (5 4 DTe 

0 0 1 

Ga na dat det A = a # 0,1 als & # identiteit. 
ii) Zij P de transvectie met as fos4,0] ® dsl centrum [o,1,01 
waarvoor w[1,0,0] = FE tel. 


1 0 0 
Bewijs dat p = [B], waarin: B = (à 1 5) p 
Be ft 4 


1 0 0 
ii) Zij C = (2 1 ) met y # 0,1. Laat zien dat [C] een 
8 0 0 y 


dilatatie is (geef centrum en as), en dat [A]fC] = FA] geen 
kwasiperspectiviteit is door alle vaste punten te bepalen Ceigen- 
vectoren). 

Ev) Vind twee transvecties, waarvan de samenstelling geen kwasi- 


perspectiviteit is. 


3.9. Wij beschouwen het nrojectieve vlak over het lichaam F, met 
twee elementen 

a. Dewijs dat op elke rechte nrecies drie punten liggen [ zie 
opgaven 1.5. en 2.1.] 

b. Beschouw een rechte L. Laat zien dat elke nermutatie van de 
punten van L een vprojectiviteit is van L op zichzelf, [ Bedenk 
dat elke permutatie te schrijven is als een product van nermu= 
taties die twee punten verwissalen en de derde vastlaten.] 


kaders nnen Be GE 
Opmerking. In het algemeen is het niet waar dat in een pro= 
jectief vlak alle permutaties van de punten van een rechte 
ook projectiviteitcen zijn.! 


el 





(4.1) 
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Harmonische ligging. 


Onder een vierhoek verstaan wij een viertal punten in het pro= 
jectieve vlak: nj ,ps ‚ps ‚pa ; waarvan geen enkel drietal collineair is. 
als van deze vier punten er geen enkel drietal collineair is. 

De zijden van de vierhoek zijn de lijnen pi ® pj voor í js 
een vierhoek heeft dus zes zijden. Twee zijden heten overstaand, 
als zij geen hoekpunt gemeen hebben; bijvoorbeeld pj ® pz en 

P2 © py zijn overstaande zijden. De snijpunten van overstaande 
zijden heten diagonaalpunien : uj, ug en uz in onderstaande 
figuur. De drie lijnen ui ® uj, i # j, heten diagonalen. 





Figuur 10. 
Definitie. Zijn a, b, p en q collineaire punten, q #b #p a, 
dan geldt H(p‚a,q, ) als er een vierhoek nj,pz,p3:P4 bestaat 
zodat a = (pj@p2) N (pa@ny), b = (P2@P3) N (nj Gpa), 

p = (a8b) N (pz+p3), q = (a®b) MN (pz+p4). Het viertal Psa,gsb heet 








dan een harmonisch viertal of in harmonische ligging; Pl, P2, 
P3: Ry heet een construerende vierhoek van het harmonische vier- 





tal. 


Figuur 11. 
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Wij noemen een afbeelding $ involutorisch, als 62 ni identiteit, 





KE. iäentiteit, m.a.w. als $ orde 2 heeft. Uit de figuur is de 


(4.2) 


(4.3) 


volgende stelling onmiddellijk duidelijk. 


H(p‚a,q,b) dan en slechts dan als er een involutorásche kwasi- 


perspectiviteit bestaat met centrum p en as door q die a met 


b verwisselt. 








Deze kwasiperspectiviteit beeldt de rechte a®b volgens (3.16) op 
zichzelf af door een involutorische projectiviteit mT of kort: een 
involutie. mT heeft vaste punten p = Tp, q = Tq (die niet verschil- 


lend behoeven te zijn). 


Van groot belang is de volgende stelling, díe zegt dat bij 
drie punten de vierde harronische eenduidig bepaald is. 





wael ge as enmet NGE 
Gegeven op een rechte L drie verschillende punten a,b enP. 
Dan is er precies &&n punt qlL zodat H(p‚,a,q,b) 


HA 





1 Figuur 12. 


Bewijs. Beschouw twee vierhoeken P1:P2:P3,P4 en q1,42,43:44 
met a = (pjêpz)(p3ôpg) = (ay@a2)N(azBag) , 


b = (p28p3)(pjêp,) = (a38a 3) Warna), 
Pp = (P1Ôp)O L = (9703) L. 
Wij moeten aantonen cat 
(p2@p4) OL = (a2@ag)N L. 





(4.4) 


(4.5) 


(4.6) 
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Kies een punt c zodat c‚ pj en qj collineair zijn, evenals 
c‚ p2 en qz. Zij $ de kwasiperspectiviteit met centrum c en 
s L die pj in dj, overvoert. Dan is òps = age 

°(pj@p) = ajdp en ò(n28b) = q20b, dus ópz = 03 Omdat n3 = 
(ojBp)(p2éb) en az = (ajër)N(a,sb). Op analoge wijze ziet 

men in dat ópg = qy, aangezien py = (p3zBa)' (pydd) etc... 

laar dan is 6 (pz@p4) = d2%ag: dus (P2©py):L = (a2ST4) NL. 


Uit H(p‚a,q bi volgen H(a,a;P,P), H(p,b;qsa) en H(q,b Pya). 
Bewijs. Is p1,P2,P3:Pg een construerende vierhoek voor 
E(p‚a;q,b), dan is P1,P4:P3,/P3 er één voor H(a,a:p,b). 
Analoog voor de andere gevallen; zoek zelf de betreffende 
construerende vierhoeken op. 


Is tT een collineatie van het vlak, dan volgt uit F(p‚a,a,b) 

dat H{Tp,;ta,Td,tb). Is # een projectiviteit van p&q op een 
rechte, dan impliceert H(p,a,q,‚b) eveneens H(TRp,ta,nq ,nÒ). 
Bewijs. Is pj,P2,/P3,Pg een construrende vierhoek voor 

E(p‚a,q,P), dan is Tpj, TP2, TP3, TP4 er Één voor H(tp,ta;ta,td). 
Aangezien iedere projectiviteit tussen rechten wordt geïndu= 
ceerd door een projectiviteit van het vlak, volgt de tweede 


bewering uit de eerste. 


H(p‚a:a,b) impliceert ti(a,p;b,‚q). 

Bewijs. Het is, gezien de vorige stelling, voldoende een pro- 
jectiviteit n van pta op zichzelf aan te geven, zodat 7 : at p, 
Da ba, q * b. Ga na dat het volgende product van pers= 


pectiviteiten aan het gevraagde voldoet, waarbij Dlr,P2,P3,P4 


een construzrende vierhoek van E(n,a;a,b) is: 
Te ih, E 
P2 b u 
P@q —— P1@Pg > P1®Pp2 —> p@q 
waarin u = (p1êp3) Wp2@p). Teken een duidelijke figuur en be- 
paal van elk van de punten p‚a,q,b de successievelijke beelden 


bij de perspectiviteiten. 
Uit (4.6) en (4,4) volgt dat men in een harmonisch viertal 


P‚“;geb de naren a,b en p‚q onderling mag verwisselen, en binnen 
deze paren a met Db en p met q. De permutaties (pq), (ab) en (pa)(qb) 
(wesechreven in disjuncte kringsplitsing) brengen in de permutatie- 


cep Gs een (met D4 isomorfe) ondergroep voort met orde 8: 








(u.7) 


(u.8) 
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I, (pq), (ab), (pq)(ab), (pa)(qb), (pb)(qa), (paqb), (bgap). 


H(p,a,q,;b) impliceert H(q‚a,p;b), H(p;b,q;a), H(q;b,p,a); 
Hla,psb,q), H(b,gsa,p), H(a,qs;b,;p), H(b;p‚a,g). 


Bij 2 verschillende punten a,b is er een projectiviteit m van 
a®b op zich met vaste punten a = ka, b = zb en 


H(x,a,nx,b) voor x # a,b. 
Bewijs. Kies punten pj en pz, beide / a&b, zodat a,p‚ en 


Pz collineair zijn, f is dan het product van de volgende 
verspectiviteiten (ga na! riaak een duidelijke tekening! ): 


D1 a P2 
a®b——> pzeb — Pi © b — a@&b. 


Omdat ook H(mTx,a,x‚b) volgt uit (4.3) T(mx) = Tx = x, 


dus m2 = LI. Onder in 59 aan te geven voorwaarde is 


F AI, d.w.z. dan is T een involutie. 


Opmerking. De inhoud van deze paragraaf is ook geldig voor 
niet commutatieve coördinaten!lichamen, 


Opgaven. 


4.1. Zij p‚a,d,b een harmonisch viertal met construerende 
vierhoek vj, p2, P3, ny en zij p'= (p1©Pp3)N(p2@p4). Bewijs 
dat H(p',Py;g;py) en H(p,p4P'sD3) en wel, 1°,door een con- 
struerende vierhoek aan te geven; 2°. met behulp van stelling 
(4.3). 


4,2. Zijn a,b en p verschillende collineaire punten en geldt 
H(p,asa,b), dan isq #a en fb, 


4,3. Beschouw het nrojectieve vlak over het lichaam met twee 
elementen Fa, . Dewijs: Zijn a,b en p verschillende colline= 
aire punten en is H(n,a;q,b), dan is p= q, 


4.4. Beschouw een nrojectief vlak waarin op elke rechte meer 
dan vier punten liggen en dat de eigenschap heeft: 
H(n,a;geb) impliceert p faq. Zij L een rechte in Sit vlak. 





(5.1) 


(5.2) 


(5,3) 
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Toon aan dat niet iedere nernutatie van de nunten van L een 
projectiviteit kan zijn. (Vergelijk &tt met opgave 3,5.) 


4.5. Bewijs dat een kwasiperspectiviteit die twee verschillende 


punten verwisselt, een involutie 1s. 


Basispunten,. 


Zeschouw het projectieve vlak PR . Kiezen wij in R een 
basis eQ,@1,@2: dan leggen wij in PR nunten Peo klei hl ez] 
vast, Door deze nunten zijn echter epr,ej,@2 niet benaald; 
de vectoren Aeor Ayers Àneer A, # 0, geven dezelfde punten, 
Weten wij de ligging van Meo + ej + ez), dan zijn deze op 
dezelfde factor na bepaald: 


als f'Ào%o + Arer + Aze2 Te feo tej + ez}, dan is 
hoëo + Ajer + Azez = Ale tej + ez) = Aeg + Aes + Aeg; 
dus wegens de onafhankelijkheid van ep ej» Ee 
Ao = Ar = Az = A. 
Het is niet monelijk eg,ej,@2 verder vast te leggen door 
nunten in PR met voorgeschreven coördinaten te geven. 


Definitie. Vorrien e_,/21 en ez Sen basis van R ‚dan heten 
Peo bei LFe2 leo + ey + e2, 1de bijbehorende hbasisvunten 
in TE. i : 


als Pa Á nj. ® m, voor verschillende i,j,k. 


Bet is duidelijk dat de basisnunten in PR bij een basis van 


R algemeen liggen. 


Zijn PorP1/P2,P3, unten in algemene ligaing, dan is er een 
basis eor21,/22 in KR met po,pirPp2,p3, als bijbehorende basis=- 
zrten ebben foyfirf2 in K dezelfde eigenschan, dan is er 
gen à f 0 zodat fj = Xej. 

Bevijs. ‘leem vectoren ag,21,a2 zodat Fai] = rj, 1 = 0,1,2- 
nor”j en pz liggen niet on Één rechte, cus aor,4ay Pen az zijn 
lineair onafhankelijk. ij nemen ze als sasis voor R. Dan is 





(CS. U) 


Op e een rechte geldt iets dergelijks: 
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p3 = mics + aja + 4242 }. Aangezien n3 | vá © nj * 3 3, 0 < 1; 
j $ 2), zijn ao, a1 en az #0, ileen ej = ajas. 


Uit f£y]=fey} volat £, = Ajes. Ffo + fi + £2)= Feo + ej + ez) 
immliceert f© + fj + £2= Aleo + eI + e2), dus Ao= Aj= Age A, 


Voeren wij coördinaten in t.o.v. een basis e eore1rez in R, dan 
krijgen de basisnunten de coördinaten f"1,0,07,0,1,071,[0,0,17, 
TAstelds 


emmen 


Zijn Parr drie verschillende punten op een rechte dan zijn er 
vectoren a en b in de coördinatenruirnte zodat p =lal, 

qg= Tel, r =| a+b |. Daarbij mag a willekcurig gekozen worden, 
zodat p =lat!; na keuze van a ligt b geheel vaster 

Bewijs. Neem vectoren a en x zodat p = [al en q = [x]. 

Dan r 5 [wis y ligt in de deelruimte opgespannen door a en x, 


dus y = Aa + ux. r fp en rf gq;, dus À #0 en uf0. Voor b = 
= A“!ux geldt dan q = [b], r = [a+tbl. 








keen 


eve natan kreten niet Re 


Opgaven, 
S.l, Stel dat wij in x3 coördinaten hebben ingevoerd t.o.v, 


een gegeven basis. Zoek basisvectoren zodat de bijbehorende 
basispunten worden: 


Po =[1,0,1] , pj =FL,l,l] , pz = F2,l,-1, pz =[0,0,17]. 


5.2. In K3 hebben wij coördinaten" E, E1, E2 \ "1j voeren 
nieuwe coördinaten ° no, nj, nz Yin met nj = Eaij &4- 

De basispunten van het nieuwe coördinatenstelsel hebben als 
oude coördinaten: 

No = For, 1), 4e Fi,-l,l), Dag me F1,2,21, Dig = Fo,2,1]. 
Bereken de matrix (ag). Ga na dat deze matrix tot on 
vermenigvuldiging met een factor uit K na benaald is, 
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5.3. Bewijs de stelling van Pappus-Pascal: Liggen p4,Py;P3 OD 

één rechte L, evenals A1,4,543 op een rechte M # L, waarbij 

Py £ qj voor i # j, dan liggen ook 

Pi = (Pp®qz)WpzOaz)sr,= (pz@ay)piBa,) en rz = (p4PQ9)ps@as) 
op Één rechte. Aanwijzing: Als bv. p4*+Pg is de stelling triviaal. 
Neem aan dat p4,Py»P3 verschillend zijn en Q1*47,4z ook. Hoogstens 
Eén van de pj en één van de q; mogen in het snijpunt L N M vallen; 
laten P4>Pg>44° 42 algemeen liggen. Kies een basis zo dat P4 * 

= [1,0,0, p‚ = [0,1,01, a4 = [0,0,1], q5 = Fi,tsÍl, dan is P3 * 

sz Mihad] en az = [1,1,1+ul. Bereken P4»rgsrz en onderzoek de 


collineariteit. Teken een duidelijke figuur! 


5.4. Beschouw de groep H van alle kwasiperspectiviteiten met 
gegeven centrum p en as L. Bewijs: als de stelling van 
Pappus-Pascal geldt (d.w.z: als het coördinatenlichaan con- 
mutatief is, zie vorige opgave) dan is H commutatief. Laat om- 
gekeerd zien: is HE commutatief (voor alle p en L), dan geldt 
Pappus-Pascal. Aanwijzing: laten $, € H gegeven zijn door ta = 
= b, wb = ce. Construeer eerst Wx en dyx voor x{p®a. 


behe Ai P4>P2>P3Py een construerende vierhoek van het harmonisch 
viertal p‚a,q;b als in (4,1). Voor coördinaten in zodat a = [laDs@|, 
ke [Bstsdis Ps flsDetl. P3 = shells Bepaal de coördinaten van 
DsA,PysPy en u = (PyOpz)Wpz@p,). Ga na dat p *q 2 #0 (ofwel 


1 f -1) in K. (Hiermee is (4U.,3) opnieuw bewezen). 


‚ Dualiteit. 
voor het volgende gebruiken we de theorie van duale lineaire 


un 
TD 


ruimten, zoals die samengevat is in het aanhangsel "Halflineaire 


algebra! (afgekort Ha) 1-3. 


Zij R een 3-dimensionaìe K-vectorruimte. De toevoegingen Ha(14): 
Np Xx C R* voor X C R, en U ut CR voor U C R* bewerken een 
I-1 correspondentie tussen de projectieve vlakken PR en PR’, 

ie punte aan vechten toevoegt en rechten aan punten, met behoud 
wan de 1netdentie: 
Hall) XCYext 5 yi, dus een correllatie is. 


Poor middel van deze canonieke corvellatie identificeren we PR 
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met PR*, dat we het duale vlak van PR noemen; beter gezegd: we 
voegen ze samen tot één meetkundige structuur P ( R*‚R ) met als 
elementen de paren "U‚X' van twee lineaire deelruimten U C R*, X CR 
waarvoor U = xt, ge X; incidentie van "U‚X” met MTV,Y wordt uit- 
gedrukt door UC V & X2Yof UD V&XCY. We noemen FU,X* als 

dim U = 1, dim X = 2: punt van PR*z rechte van PR, 

dim U = 2, dim X = 1: rechte van PR* z punt van SPR, 

en representeren het naar verkiezing door U C R* of X CR. 

Een rechte van PR laat zich dus ook schrijven als een 1-dimensionale 


lineaire deelruimte van R , opgespannen door één u #* 0; wij schrij- 
ven deze nu [ul = Ku = {AulA € K}. Incidentie van punt [xl en 
rechte [ul van PR betekent [x] C lul, dus 


(6.1) Fx]llul * (ul = 0. 


Bij het invoeren van coördinaten zullen we in R en R* steeds duale 
bases gebruiken. Als u = ÀAge8+ Ajef+ Azefz LÀo sÀ1 sA25 schrijven we 
voor lul ook wel [Ao ‚A1 Aaf. Incidentie luidt dan 


(6.2) [Eo +81 +E21| Lao „Ar „Aa ] ® hobo + ArEr + A2ba = 0. 
De coördinaten Ao A1 sA24 van de rechte lul van PR zijn eenvoudig 
de coëfficienten van een homogene lineaire vergelijking waarvan 
deze 2-dimehsionale lineaire deelruimte van R de oplossingsverza- 


meling is. 


Uit Ha(16) zien we dat het snijpunt X N Y van twee rechten X;Y 6 PR 
beantwoordt aan de verbindingslijn (X n vt = xtayt van de bijbe- 


1 E PR*, en de verbindingslijn X+Y van twee 


horende punten xt, Y 
punten X,Y € PR aan het snijpunt ant = xd nvt van de rechten 

xt ‚vt EPR“. Hebben we dus een uitspraak geldig in 

SPR, _&ie opgebouwd is met de begrippen punt,rechte en incidentie 
(en de afgeleide begripven verbindingslijn, snijvunt van lijnen, 
etc. ete.), en vervangen we het woord “punt” door “rechte”, "rechte" 
door “punt” ‘en dus ook “verbindingslijn” door snijpunt” en om= 
gekeerd), dan krijgen we cen uitspraak die geldig is in het duale 
vlak PR swe noemen dit de duale uitspraak,en spreken over dualiseren 
van een uitspraak, als we de woorden “punt” en "lijn" verwisselen, 








‘5.3) 


(6,4) 
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etc. Aangezien C: klasse van duale vlakkon van alle nrojec= 
tieve vlakken woor uit alle projzectieve vlakken bestaat, volgt 





hieruit het zeer belangrijke. 


Dualiteitsnrincine,. Goldt cen bepaalde stolling in alle pro= 


ecticve vlakken, dan geldt evencens in allc projecticve vlake 
ken de duale stellin die wij uit de oorspronkelijke stellin 


krijgen door de woorden “punt” en "rechte"te verwisselen en dus 
Eel 


ook “verbindingslijn van twee punten” en “doorsnede van twee 










rechton", enz. 


Yoorbeeld. De stelling van Desargues (2.2). De duale stelling 
luidt: Zijn L1r53r b3 an MjeM3,M3 twee driezijden zodat de nun- 
ten LjfM:. Lz 5 en L3 13 collineair zijn, dan gaan de rechten 
(Li La) ® MOM), (Lo Lz) @ MNM), (L3 Lj) © A3 MJ) 
door één punt. 
Aangezien een driezijde op voor de hand liggende wijze ongevat 
kan worden als cen drichoek, staat hierboven dus in feite: 
zijn twee drichoeken lijnperspectief, dan zijn ze ook punt= 
perspectief, Dit is precies de omgekeerde van de stelling van 
Desargues, (2,2). Let wel, in het algemeen is de duale van 
een stelling niet cauivalent met de omgekeerde ervan ! 

Wij villen nu de definitie van een harmonisch nuntenviertal 
(4,1) dualiseren. ‘ij krijgen dan 


Definitie. \oor vier concurrente lijnen A,B‚P,Q, A fB AP #A, 
gelet H(P,A,Q,B) als er een vierzijde P1,P2,P3,P4 is zodat 

A= (Py N P2) ® (P3 N Pa), B= (P2 N P3) @ (Pi N P4), 

F= (PMO) 8 (PyNP3),R= (PN9) © (P2 N Pa). Het viertal 
P,A,0.B heet dan een harmonisch viertal rechten, P1,P2,P3,Pu een 


construerende vierzijde. q, 


Figuur 13. 








(6.5) 
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Bekijk figuur 13. De hoekpunten a},02,13,%4 van de 
vierzijde Pj,P2,P3,Pg vormen cen construerende vierhoek voor 

het harmonisch puntenviertal Psa,d,;b dat on de lijn L uitge= 
sneden wordt door B‚,P;A,Q. Uit de invariantie van harmonische 
liaging onder o.a, nerspectiviteiten volgens (U.5) en uit (4.7) 
volgt dat P,A,Q‚B op elke rechte een harmonisch viertal uitsnijden. 


wij vinden dus 


zegeven vier rechten P,A,Q,B door een*punt C en een rechte L 
niet door c, Als P,A,Q,B de rechte L snijden in p‚a,q,b resp., 
dan geldt H(P,A , Q,B) dan en slects dan als H(v,a , q,b). 
Bewijs "Slechts dan" hebben wij al bewezen. "Nan" volgt 
hieruit door dualiseren. 


Omerking. Do theorie van ds dualiteit kan men ook omzetten 
over niet commutatieve lichamen. len moet dan onderscheid 
maken tussen linkslineair en rcchtslincaire ruimten, zoals 
aangegeven in Ha 2, opm. 1. 


Voor een commutatief lichaam K kunnen we in K° een vectorieel 
product invoeren op dezelfde wijze als in IR door voor a = 
z Fo, 0% 5 en b = FB, ,B2 583 te stellen 




















EE Ba c% Bs a B". 
az B3 oa B: 2 Ba 
Vatten we K? op als zijn eigen duale: P zis IK, meae. 


idertificeren we rij- en kolomvectoren, dan wordt a x b ook vast- 
gelegd door 
a Bi E1 | 
(a x bl = |a2 Ba E2 
az B3 &3 
Hieruit volgen de bekende eigenschappen, zoals 
{a x bla) = (a Xx b|b) = 0 
axb# 0e a en b onafhankelijk; a Xx a = 0. 


voor alle x = CE, ,E2,53 E KÔ. 





Geven we voor xE K$ met [x] een punt en Lx] een rechte van PK 
aan, d.w.z. we beschouwen x in [xl als vector van K°*= K* en Lx] = 
= El als 2-dimensionale lineaire deelruimte van K?, dan blijkt 
dat we verbindingslijnen en snijpunten met het vectorieel product 


kunnen berekenen: 


„- 28 — PEM73 
(6.6) Fa] @ Mb] = la xD] = Fax bl}. 
1 
la} nb) = [al nb] = fax]. 
Collineariteit vanfal,[b]‚fc]l resp. concurrentie van |al,lb],lel 
wordt beschreven door (a x ble) = 0, 


Opgaven. 


u 


6.1. Dualiseer de stelling van Panpus=Pascal (zie opgave 5,3). 
taak een duidelijke tekening ter illustratie van de duale stel= 
ling. Toon aan dat de duale stelling equivalent is met de stel- 
ling van Pappus=Pascal zelf. 


6.2, Dualiseer de definitie van kwasiperspectiviteit (3,4). 
Laat zien dat een duale kwasiverspectiviteit hetzelfde is 

als een kwasinersvectiviteit. (Vergelijk opgave 3.3.1). Zelfde 
vragen voor projectiviteiten in het vlak. 


6,3. De verzameling van alle rechten door een punt ov noemen 
wij een waaier; p heet het centrum van de waaier. Definieer, 


duaal aan (3.11) en (3.12), verspectiviteiten en nrojectivi= 
teiten tussen waaiers. 


6.4. Vat zijn de lijnen van de waaier door het: snijpunt van de 


rechten | a | en Le] als laf # el ? 


6,5. In de coördinatenruinte KR kiezen wij een basis eore,rE2r 
in de duale ruimte R* de duale basis e, , Ej r 22 ij in= 
terpreteren de punten van PR* als lijnen in PR . Teker een 
een figuur in PR pestaande ais de vier dte Fes | ‚ete, 


Teken daarin de basislijnen | eo Seer *_pLe2 Steies +ey +ez ie 


6.6. Bereken in PK’ de rechte Lul door [1,1,01 en f1,-1,-1}. 
Bereken ook het snijpunt van de rechten L1,-1,-1J en Lo,2,1). 


€.7. Bewijs de stelling van Pappus-Pascal (opgave 5,3) met behulp 


van (6.6). Aanwijzing: gebruik (a x b) xc = (aledb - (b|oda. 
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$ 7, Projectiviteiten en lineaire afbeeldingen. 


Wij willen nu de projectiviteiten van het vlak PR op zich= 
zelf beschrijven door zekere afbeeldingen van R op zichzelf. 
Wij onderzoeken daartoe allereerst kwasipersnpnectiviteiten. 
Zij ® een kwasiperspectiviteit met centrum Fe ‚ as Lu | ‚ die 


Fa] an b | overvoert, Omdat [»] opn | a stel ligt, mogen wij 


aannemen dat b = a + c volgens (5,4). Merk op dat Cula) #0 en 
(ulb) # 0; we laten toe dat (Cule) = 0, d.w.z. Lul rel- Kies u zo 


dat (ula) = 1. Voor de verklaring van notaties zie figuur 14. 





b]=fatc] Figuur 14. 
Wij mogen voor z nemen z = Xx + Aa. Uit (ulzò = (ulx + Mula) = 
= 0 volgt A = {ulx). 
Voor y kunnen wij nemen y_= x +yc = Bb+Tz = Blatc)+L(x+ha). 
Dus ON an 
Xx + ye = Ba + Be + Ex + Tha. 
\oor Fx! Î Kad + Fe zijn a,c en x onafhankelijk, zodat 
B + CA = 0, 5 = 1, y =B === Clulx). 
Dus l 
v=xXt(lulwoe. 
We zien dat y # 0 als [x]#fe], en voor x = c wordt: 
y= (Auld de = (ulbe # 0. De afbeelding A : x x+{ulwe is 
lineair met kern O, dus een lineaire transformatie A € GL(R), 
met inverse AT! : xe x= (ufb ‘(Cue (ga na). Voorfx]| lul is 
Ak > xs [A] Tx] 5 rx], dus A] is een kwasiperspectiviteit met as 
Lul (3.4). Omdat fA]fe] = el, [Alfa] = [b] is FA] =$ (3.6). 
Omdat iedere projectiviteit product is van kwasiperspectiviteiten, 


hebben wij daarmee bewezen: 








(7.1) 


(7.2) 


(7.3) 
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Is n een projectiviteit var “PR on zichzelf, dan is er een 
lineaire transformatie A van R op zichzelf zodat 


n{[x]= [Ax] voor alle x. 
Jotatie: 7 = [Al , n heet de door A geïnduceerde projectivie 
teit. 


Zijn Po,PyrP2,/P3 Punten in algemene ligging evenals 45,01, 42, 
q3, dan ís er een projectiviteit die pj overvoert in qj voor 
alle i. 

Bewijs. Wij passen eerst een kwasiperspectiviteit toe die no 
op do afbeeldt; wij mogen daarna aannemen dat Do “ Oo. Pas nu 
een kwasiperspectiviteit toe met as door ao die nj in aj over= 
voert, Veronderstel dus verder dat no = dor P1 = Aje Neem dan 
een kwasipersnectiviteit met as 71 © aj, die pz * q2. Van nu af: 
Po * Jor Pl = A1,P2 = dz. Zij r het snijpunt van p3 + 12 met 

aj, ® e3. Pas eerst de kwasinerspectiviteit toe met a3 als cen= 
trum en ao ® aj als as, die n3 * r,‚ dan de kwasiverspectiviteit 
met ay als centrum en qo ® qz als as, die r * 13. Dan zijn wij 


klaar. 





Po “Jo P1 =q1 Figuur 15. 


Iedere lineaire transformatie van R induceert een projectiviteit 
in PR «[A]=f[Bldan en slechts dan als er een à #0 in Kk is 
zodat B = AA. Zijn po,P1,p>,p3_ounten in algemene ligging als= 
ook I9,41:42:43, dan is er precies EEn projectiviteit die pi 


overvoert in q; voor alle í, 

Bewijs. Zij A een lineaire transformatie van R. Neem een basis 
e;»e4»e, in R. De punten feols[eilslezl,fegtei+e,l liggen algemeen; 
evenzo [Aegl,lAeyls[Aesl,[AegtAejtAezl (omdat Aeg,AegsAez weer een 
basis zijn). Zij mn een projectiviteit die [ejl overvoert in [Aes], 


iz 0,1,2, en legteytezl in [AeptAejtAezl. 
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n wordt geïnduceerd door een lineaire afbeelding B, dus [Aes] oh 
= [Be;l, [AegtAestAezl = [Beo+Bey+Bezl. Dan is dus Be, = A;Ae;, 
en Be j+Be4+Be, 5 AlAeptAejtAej) = AgAegthgAejthgAe,, wegens de 
onafhankelijkheid van AegsAej Aes is Ao = A4 z A3 voor Xx = 
= EgeotE1e1+82e5 is nu Bx = EoBeg*£yBes+6jBe, = EgiAeptEyAAest 
tEyÀAe, = AlEpAeptEjAejtEgAeg) = AAx (voor commutatieve K), dus 

[A] = [B] = 1, een projectiviteit. 

Uit het bovenstaande blijkt: zijn A en B lineaire transformaties 
waarvoor [Aes] = [Be;], i = 0,1,2 en fAeg+Ae1+Ae,| z [Beo+Be4+Be] , 
dan is B = AA, dus [A] = [B]. Dit bewijst de tweede uitspraak en 
tevens de uniciteit in de derde; de existentie was in (7.2) al 
aangetoond. 

De toevoeging A» [A] is een homomorfisme. (7.3) zegt dat dit 

de algemene lineaire groep GL(R) afbeeldt Ôp de projectieve groep 
GP(R), met als kern de ondergroep H(R) van de homothetieen 


H‚ : X > Ax. Dus 


(7.4) GP(R) = PGL(R) = GL(R)/H(R). 
da nde 


Over niet-commutatieve lichamen gaat in bovenstaande stelling 
de uniciteit verloren. 


Opgaven. 


7.1. Bepaal de lineaire afbeelding A : xx + Cul c-waarvoor 
[A] de kwasiperspectiviteit is met centrum | 
F1,0,0, as L1,0,0), dte 1,1,07) afbeeldt op Fa,1,01. 

Zelfde vraag voor de kwasinerspectiviteit met centrum f1,0,07), 
as Lo,1,0J ate Fo,1,07 on Fa,1,07] afbeeldt. 


1.2. Geef een matrix voor de projectiviteit die 


F1,1,01 F1,2,37 
F1,0,1l f1,2,47 
FO‚1,11 F2,-2,171 
Fu‚-1,0 1 F0,2,17 


7.3. Bewijs dat de collineatie p = [En sEsEl p= [Eg >E12E2l 


van PC’ niet projectief is. 











58. 
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Projectieve cöordinaten op de rechte. 


Op een projectieve rechte L kiezen wij drie basispunten po», P1 en 
Po. Er is dan (volgens (5.4)) een basis eo,e: van de lineaire 
ruimte L zodat po= [eol. p1= Îeoteils Pos Teil. Een willekeurig 
punt p van L is te schrijven als p = [Eoeo+ Eie1l. Is edsef nog 
een basis van L waarvoor pos Teél, p1= [edtefl, po = Tel], dan 
moet ed = Aveo, ef = A11, edtef = Aleotei) = Aoeothiei, dus 

A = Ao = A1 en ed = Aeos ef = Ae1 zijn. Als nu ook p = 

[Eded+Elet] is EdedtElet = p(EoeotEiei) = 

= EdAeotElher, dus pEo=EdA, PE1=ELA. Hieruit volgt dat E5'E,= 

zEo! ot pEi=(pEod *oEi (EAN SELA = ATEESTIA! = (voor commutatieve K) 
El El, Dus Ei E1= & is door p en de basispunten 


volkomen bepaald; ingeval Eo = 0 nemen wij 5 = ©, On deze ma= 
nier hebben wij bijectief aan iedere plL een element van 
K of het symbool «® toegevoegd; wij noemen dit de projectieve 
coördinaat van »n t.o.v, de basispunten no,nj Pe. Merk op dat 
PorPj en Po de coördinaten 0,1 resn, © hebben. Voor EeK heeft 
feo+5ej | de coördinaat 5. 

Van het punt [ SoeotErer | noemen vij [ 60,61 | de homogene coör- 
dinaten. Í 


Wij gaan nu projectiviteiten tussen rechten beschrijven 

met behulp van een projectieve coördinaat op elk van die 

rechten. Zij r een nrajectiviteit van de rechte L op de 

rechte 1, n is de restristte van eem projectiviteit p in 

het vlak. op wordt volgens (7.1) geïnduceerd door een lineaire trans- 


formatie in de coördineten, dus mT door de restrictie hiervan, dat 


is een lineaire bijectie L > M. Voeren wij op L en M homogene 


coördinaten in, den ziet 1 er derhalve als volgt uit: 


: Ec: Eil > [YE + 6Eor aE) + BEI » 
geïnduceerd door Ee) ed CR OLST met aô- epe d X| D, Ii 


de projectieve coördinaat woret dit: 
aë + B 


mn € a VET e 





(8.1) 


(8. 2) 
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Klaarblijkelijk meeten wij voor YE + é= 0 de waarde » toe= 

kennen aan Bit. Wat gebeurt er als £ = © ? Dan krijgen 

wij in homogene coördinaten 
nT 0,11 = ff y‚al 

dus To == 





waarbij wij voor y = 6, 5 = © moet stellen. l.a.w., aan de 
bovengenoemde “rekenregels” voor @ moeten wij toevoegen: 

ae +BB _ a; 

Yen 7 OY 
als het ware de "límietwaarde” voor £ * © van BS . 
Het ís verder duidelijk dat omgekeerd een transformatie van de 
gedaante 

LE a Bit ‚ aê — By £ 0 

geïnduceerd wordt docr een lineaire transformatie in de 
homogene coördinaten on de rechte, die wij voort kunnen zetten 
tot een - lineaire transformatie van de coördinatenruimte R. 


n wordt dus geïnduceerd door een projectiviteit van het vlak 
en is bijgevolg een projectiviteit tussen rechten. Daarmee ís 
bewezen: 


Een afbeelding f van een rechte L op een rechteM is een nro= 
jectiviteit dan en slechts dan als f in projectieve coördina= 


annen memteder ents 


ten op L resp, M beschreven wordt door de formule 


De coëfficienten van deze gebroken lineaire transformatie zijn 


weer op een gemeenschappelijke factor na bepaald. 
Hoofdstelling van de projectieve meetkunde . Zijn porPj Po 


„ee en en mee menne = 


drie verschillende punten op een rechte L, Anr A1, Ae. 21e 
Dan is er precies één projectiviteit mn van L op f zodat 
TRS HS DA, 
Bewijs. Neem op L de projectieve coördinaat t.o.v. porP1j,Por 
op 1 t.o.v. qdord1,/de- 7 moet dan gegeven worden door 
En ik, aë- 66 #0. 

Wegens 0 > 0, 1 I,e > @, moet 

a=öf0,B=Yy=0,. 
Dus is er precies één projectiviteit 7, n.l..6 > £. 





(84) 
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Als gevolg hiervan geldt: 


Een projectiviteit m : L > M van verschillende rechten L # M, 

die het snijpunt vast laat, T(L NM) = L MNM, is een perspec- 
ziviteit. | 

Bewijs: Neem po= qo= L NM, kies Pe Pol L zodat posPi Pe verschil- 
lend zijn, qi= TPt» 4e= TPes stel ce = (p1®qi )(Ppolqe). De 
pectiviteit L — M stemt in po sPi Po met T overeen, dus valt 


er volgens (8.2) geheel mee samen. 


Nen 





'@ bemiddelende rechte 
mn 


hamnd 
es M 


LCM qo as qe Er CLOM) Figuur 16. 





Een meetkundige constructie van een projectiviteit mT als in 
(8.2) is in (3.15) gegeven. Fen rrojiectiviteit van verschillende 
rechten is product van ten hoogste 2, van een rechte op zichzelf 
van ten hoogste 3 projectiviteiten. 
We bekijken het geval L f M: | 
Neem Po= (P:® doo) NM (PB q1)s Mi = (Poo® Jo) MN (Po® qoo)s 

Po (PoB q,) MN (P,® qa). 


oo 


Dan is m : L 3, r,@ rr M‚ maar ook mr : L ä, r,® Teo EL M 


en n : L-â® ro8 r, PS M. Nu is T(L NM) = MN (r,® ra) = 
= Mt Crol Po) = MN TOP), en KTICL NM) = LN (18 ro) = 


LN (Po® rg) = LN (r0®B r,). De drie “bemiddelende rechten" 


PP Pos Po® Pos PoP r, hebben dezelfde snijpunten met L en M, 
namelijk m°i(L A M) resp. m(L N M), en vallen derhalve samen 
als deze verschillendezijn, als TL NM) SL NM, dus Pe sti Loo 


zijn eellineair. 








(8.4) 
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Figuur 17. 





Ingeval T(L NM) = L NM is T een perspectiviteit; zij c het 
centrum. Stel d; (po® qe) N (CL NM) ® rs), dan H(posCsdesdi); 
dus volgens (4.3) is do= di = dee, dus weer zijn rosri,r2 collineair. 


E. Stelling van PAPPUS-PASCAL. 
Liggen posPi Po op een rechte L en qoq: se op een rechte M, dan 
zijn ro= (pP1® qa) N (po®B q1), Piz (po® qoo) NM (po®B go), ra 

= (po® q1) NM (p1B qo) collineair. 





De stelling is triviaal als po ‚pi sPo of qosd1 Jo niet verschil- 
lend zijn. ' 

Wij onderzoeken nu hoe de projectieve coördinaat van een punt 
verandert bij een wijziging van de basispunten. 





(8.5) Gegeven op de rechte L vier punten qo,dirle,X met coör- 


dinaten En,61,/56or5 t-o.v. de. basispunten pn,n1 pe . Wij ver- 


onderstellen qo,a1,te verschillend. De projectieve coÔrdi- 


naat van x t.o.v. de basispunten qo.dj,te is dan 


DV (ao,ay,derX) = ES : ESE ’ 


de zogenaamde dubbelverhouding van dosd1,de en X. 


ed 


Laat y € L projectieve coördinaat n_ t.o.v. qo si do hebben, definieer 
Dit is een gebroken lineaire transformatie met a = Ei Em, B = 

= (Er7boodbos Y = E1-Eos 8 = (E,-Eo)Em, dus a8-By z 

= CE1 Bo) (Eoo-E, )(Eo -Eeo) f 0. Dus m is volgens (8.1) projectief, 

en zo gekozen dat E = E, n= 0, E = bi mei, E == Esen ee, 


zodat Td, =qg ; TA, Ai» Telos dus volgens (8.2) is x = TX = ws 
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dit houdt in dat n de projectieve coördinaat van x t.o.v. qosq4t s Teo 
1e. 
In de uitzonderingsgevallen moeten we mT definiëren door 


En z= ot nn = Le met aé-BYy En Gi # 0, 
Er z oi: n = gE met aô=-BYy Es “ba # 0, 
1 oo 


sk hen ER En 
BoF Oi n = Fre, Tet aô-BYy 


E1=Eo * 0. 


Dit is,als K = IR, juist de limietwaarde voor E; *e. Wij 
kunnen ook zeggen dat men bij dubbelverhoudingen moet rekenen 


alsof 07! ze, e"!t z 0, zz 1, +4 = @ voor a fe, 


Aangezien de DV niet van de basispunten Po Pi Po afhangt, mogen 
we deze kiezen zoals ons uitkomt. Hiervan maken we gebruik bij 


Productformule 


Voor vijf punten p, q, X, Y, z op één projectieve rechte 
geldt 


u 


DV (p‚x,qsy) DV(p‚y,q,z) DV(p‚x,q,z) 


Bewijs: Kies een projectieve coördinaat, die voor p,‚ q, Xs Ys Z 
s 


pectievelijk 0; e, E‚n, 5 is; dan is DV(p;x,q,y) = Fe enz. 


CG 
f- 


it (8,6) volgt direct: 


DV(p‚y‚qox) = DV(p‚x,,y) À. 


Ben afbeelding 1 van een rechte L op een rechteM is een pro= 
jectiviteit dan en slechts dan als DV invariant is onder 1, 
Bewijs: Zij m : L > M een projectiviteit. Neem op L projectieve 
coördinaten t.o.v, Po sPri-sPoos Op M t.o.v. qostDos Qt =TPis Too = TPoo 1 
dan voert mT in deze coördinaten uitgedrukt 0 > 0, 1 > 1, eo, 
dus wegers (8.2) is re: E > E‚ zodat x en Tx dezelfde projectieve 
coêrdinaat hebben. Volgens (8.5) is derhalve. 

DV (po sPt sPosX) = DV(T Po sTP1 sTPoos TX). 
‘mgekcerd volgt uit de gedaante mn : E » E in geschikte projectieve 


coördinaten dat m wegens (8.1) projectief is. 
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Opmerking. Over een niet-commutatief lichaam blijft er van 
bovenstaande theorie vrij weinig over, Dubbelverhoudingen 
zijn dan klassen van onder inwendige automorfismen geconju= 
geerde elementen. (8.2), de hoofdstelling, geldt niet meer, 

In feite is (8,2) of E. Pappus-Paseal equivalent met de commu- 
tativiteit van het coördinatenlichaam. 


Opgaven. 


8.1. Zij Tm een projectiviteit van een rechte L op zichzelf ,. 

(i) Laat zien dat m hoogstens twee vaste punten kan hebben als 
nl. 

Gi) Welke gedaante heeft mT als er één vast punt is met coördinaat ©? 
iii) En welke als er twee zijn met coördinaten 0,e? 

(iv) Veronderstel dat mT twee punten verwisselt. Bewijs dat T een 
involutie is. (Neem de projectieve coördinaat zo dat 0 * © en 

ot 0). 


8.2. (ú) Ga na dat voor de in (8.1) gegeven projectiviteit mT de 


. oo > $E-B 
Inverse wordt gegeven door T 8 _yÉra 
(ii) Toon aan dat m een involutie is dan en slechts dan als a+ê = 0. 


Bereken de vaste punten als m O0 en © verwisselt. 
(iii) Bepaal de gedaante als mT een involutie is met vaste punten 
0 en ©, Ga na dat een involutie op een rechte met twee vaste 


punten door deze bepaald is. 


8.3. Laten vier verschillende punten p‚q,r;s op een rechte L 
gegeven zijn. Bewijs dat er een involutie 1 van L bestaat die 

p met r en q met s verwisselt, i) door berekening (kies de 
coördinaten van psqsr‚s resp. 0,1,9,8); 11) door constructie 

als product van een perspectiviteit ti op een rechte M door p 

uit een punt c,‚ een perspectiviteit $2 van M op c@r uit q en een 
perspectiviteit &3 uit (c®@s) MN M. (hierbij wordt de commutativiteit 


van K niet gebruikt). 
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8.4. Zij T een projectivite1ict van een rochte L op zich= 
zelf met vast punt a. Laat zien dat product is van een 
perspectiviteit &j van L op een rechte 1 door a en een 
persbectiviteit &5 van 1 op L. Construeer het tweede vaste 
punt, indien aanwezig. Als er buiten a geen vast punt is, 
hoe liggen dan de centra van jj en $3 ? 


8.5. Zij T een involutie op een rechte L met twee vaste 
punten p en dq. Bewijs m.b.v. de vorige opgave dat H(p,‚x,q,Tx);, 


m.a.w. dat m de involutie van stelling (4.8) is. 


8.6. De hoofdstellíing van de rrojectieve meetkunde (8,2) 

kan men ook bewijzen met behulp van (7,3). 

a) Gegeven drie verschillende punten po,Pj en Po op een 
rechte L, en qordj en de op een rechte 1. Kies pz | L, 
ezlpj@pz, P3 Â L, P3 * nz. Dan zijn PorPorP2 en Pz in al- 
gemene ligging. Analoog kiezen wij a, /M, azlai®as, 

q3 lt, a3 ka Aje Er is een projectiviteit m van het vlak 

die p4 * qy voor i = 0,»,2,3. tT induceert een vrojectiviteit 
van L op 1, die pj =>dy voor 1 = 0O,1,e, Bewijs dit. 

b) Mmicitoit: wij mogen aannemen dat Pi = aj, voor Ì = 0,1,» 
(waarom ?), Zij m een projectiviteit van L op zichzelf die 
PorPy en P, vastlaat. mT wordt geïnduceerd door een projec= 
tiviteit y van het vlak op zichzelf. Kies Pz en p3 als onder 
a) en dz 7 YP2, 43 * YP3- Er is een transvectie T met as L 
âie pz * aj: waarom ? Er is verder cen dilatatie 6 met as L 
en centrum q, die tm3 > qz. Dan is êtp, = qa; voor i = 0,2,2,3, 
dus ôt = y‚ De restrictie van êt tot L is dus T,‚ maar is 
anderzijds de identitcit (waarom 2). Dus mT = I, a e.d. 





8.7. Onderzoek hoe de DY van vier punten pi ‚Da +P3 »Pa Op een 


rechte van bun volgorde afhanrt: bepaal de ondergroep van G 


bestaande ijt de permutaties waarbij de DV dezelfde blijft 
Cuitsehrijven in disjunete krirngsplitsing;s met welke bekende 
groep 1e Zrce isomorf?) en druk de waarden van de DV op de 
nevenk tac e in elkaar uit. (Kies een projectieve coördinaat 


Jie VOT Daro adaä PESDe Ül,msb Leds 





8 9, 


Cr) 


(8.2) 
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Collineaties en semilineaire afbeeldingen. 





In $ 7 hebben wij gezien dat projectiviteiten vanhet pro= 
jectieve vlak op zichzelf precies die afbeeldingen zijn die 
geïnduceerd worden door lineaire transformaties in de coör= 
dinatenruimte. Wij willen nu iets dergelijks doen voor col- 
lineaties, Wij zullen daarvoor de theorie van semilineaire 
afbeeldingen nodig hebben; zie het aanhangsel "Halflineaire 
algebra" 5. 

In het volgende zijn R en S 3-dimensionale vectorruimten over 
lichamen K resp. L. | 
Een 3 lineaire bijectie A : R > S voert lineaire deelruimten 


van R over in lineaire deelruimten van dezelfde dimensie. 


Een j lineaire bijectie A : R > S induceert een collineatie 
[A] : “PR >PS door X t» AX voor een deelruimte X C R. 


Aanloog aan het tweede deel van (7.3) is: 


Voor een o-jlineaire bijectie A : RS en een tT-j lineaire 
bijectie B : R>S geldt [A] = [B] dan en slechts dan aäs er 

een à EL, A #0 AA. In dit geval is Oz Tt. 

Bewijs: . . 

Als [A] = [B], is [BA”')] = [B] (A]7' de identiteit van “PS, dus BAT! 
een to ‘-}lineaire transformatie van S waarvoor BA”! y = Ayy voor 
alle y E S, met van y afhankelijke JA, E L. Zijn y‚z € S onafhan- 
kelijk, dan is BA”!(y+z) = Aysz(9+2) =À yJ+hzzs dus Ay+z =z Ay = À 
zijn y‚z € S afhankelijk, dan is er (omdat dim S = 3) een van y,z 
onafhankelijke z' € S, en Ay S Ape > Aje Hieruit-valgt BA ly = jy 
met dezelfde A € L voor alle y € S, dus (met y = Ax) Bx = JXAXx voor 
alle x E R,‚ B = AA. Omgekeerd evident. B(lax) = CAA) Cax) 


= Aola)Ax = (omdat K commutatief is) ala)Ah(Ax) = ola)(AA)x = 
= cla)Bx = T(a)Bx, dus o = tT. Dit laatste geldt niet als K niet 
commutatief is, zie Ha opm. 4&. In het bewijs is alleen gebruikt 


dat A en B additief zijn: Alxty) = Ax+Ay. 


is, zodat B 


z 








(9.4) 


Ook dit hangt niet af van de keuze van V. 
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Wij willen nu gaan aantonen dat omgekeerd iedere EE 
geïnduceerd wordt door een. semilineaire bijectie. Daar- 
toe treffen wij eerst enige voorbereidingen die erop neer= 
komen dat wij een meetkundige beschrijving geven van de alge= 
braische structuur (optelling en Vermentgvuldiging) van het 
coördinatenlichaam. 
Wij kiezen in een projectief vlak PR een vaste rechte U. Na 
keuze van drie basispunten vorPj,/Pe hebben wij een projectieve 
coördinaat op U punten van U zullen wij verder dikwijls door 
hun projectieve coördinaat aanduiden. Wij willen eerst het ef= 
fect op de punten van U bekijken van een transvectie T waar= 
van de as V # U door © gaat en die: 0 in a overvoert. Volgens 
(3.16) beeldt T U projectief af op zich, met enige vaste punt ie: 
Daartoe moet in (8.1) y = 0 en a = ê = 1 (dit laatste mogen we 
zo kiezen omdat 8 F0) n ee 
dus in projectieve coördinaten op R wordt T gegeven door 
TE=E +B, 
Merk op dat dit resultaat niet afhangt van de keuze van EN 
mits V door » gaat (en V # U natuurlijk), e 








Wij willen nu een dilatatie 8 bekijken met as Vv en centum o, 

die 1 in a f l overvoert (zelfde notatie als boven). 

Nu beeldt 8 U projectief af op zich met vaste punten 0,v; daartoe 
moet in (8,1) B = y = 0 , 8 = 1 (omdat 8 #0), d.w.z. 


6E = AE. 









en mon en 








Aangezien transvecties en dilataties meetkundig bepaald zijn, 
zien wij dat de optellina en vermenigvuldiging in K door de 
meetkundige structuur van PR vastliggen. ’ Voordat wij het 
aangekondigde resultaat over collincaties bewijzen (waartoe 
wij nu alle hulpmiddelen gereed hebben), willen wij eerst 

nog even de boven gevonden formules voor de translatie tT en 
de dilatatie 8 nader illustreren. wij beschouwen (in de no= 
tatie als boven) V als oneigenlijke rechte en interpreteren PR\V als 
affien vlak zoals in $1 ; rechten die clkaar in PR op V 
snijden worden dan evenwijdig. De constructies van TE en 85 
zien er dan respectievelijk uit als jin figuur 18. 

Wij zien hier bekende elementair meetkundige eigenschappen 


te voorschijn komen. De 


5 HE PEM7 3 





SE zal 
Figuur 18. 

eerste figuur stelt de parallelverschuiving voor: het seg= 

ment O,a wordt / verschoven naar z,1Tz, en dat weer naar 


EE ME ET Ve En ETA 


E‚15. De “afstand” van £ en TE is dus a, d.w.z. TE = E+a, 
wat wij boven door berekening aqovonden hadden, In de tweede 
figuur zien wij evenredigheidheden van lijnstukken: 


loi) : |oal = |oxl : losx| = |oël : |oôë| 





waaruit weer volgt dat ê£ = 256, zoals wij al wisten. Wij 
zullen later dieper ingaan op de affiene meetkunde. 
Hu het aangekondigde resultaat over colìlineaties. 


(9.5) Is p een collineatie van ecn projectief vlak “PR op een 
projectief vlak ‘PS dan is er een isomorfisme 0 van K op L. 


en een de} lineaire bijectie A van R op S zodat g{ al. 
Bewijs. Kies een basis eo/e1,/22 van R. p voert de punten 
Feokfer ble2}feoteirte2}] over in vier punten in algemene 
ligging in PS , dus er is een basis fo,fy,f2 van Ss zodat 
oFeil= Eil 1 = 0,1,2, d coterte2 |= [forfirf2 | - 


Omdat p F1,0,01=[1,0,0 hen pfo,1,0l={[0,1,0l, is 
d_o,o1r J=lbo,o,1). Let wel: 0 duidt hier zowel de nul van K 


} 

| 

| 

, 

| 

| 

À 

| 

als die van L aan; evenzo is hat meot 1 gesteld; verwarring 
kan dit evenwel niet opleveren ! Verder is p [o,o,1] = 
Fo,o,11 on of 1,1,1l=fa,1,1Ì dus pl1,-1,0J = L1,-1,0) . 
| 


Aangezien L0,0,1J Nn L1,-1,0J = 1,1,0] is of 1,1,0 =| 1,1,07- 





Figuur 19, 
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op Lo,o,1f (zowel in PR als in Ps voeren wij eer pro= 





jectieve coördinaat ín t.o.v. de basispunten Po = [1,0,0) ’ 

P1 = [1,1,0 en Do = Fo,1‚o | ‚ Dan krijgt dus F1,E,0 | de 
coördinaat &. Omdat p Fo,1,el ad Fo,1,0] ‚ is er een 

bijectie o van Kop L zodat dl 1,5,01 =Î 1,0(8),0Ì . terk op 

dat 0(0) = O,o(1) = 1, ole) = »@, 

Zij tT de transvectic van PR met as L1,0,0 | en centrum 
Fo,1,071 ate F1,0,0 \ overvoert in | 1,8,0] . op L0,0,1J indu- 
ceert 1 volgens (9.3) de afbeelding & * E+B. Nu ds pro”? 

de transvectie van PS met as p |_1,0,0.J = | 1,0,0| en centrum 
ofo,1,01=fFo,1,0laie df 1,0,0l=[ 1,0,0] overvoert in 

of 1,a,01=f1,0(8),0] sdeze induceert op [0,0,1J de afbeelding 
nn + o(8). Nu is T(E) = £ + B, dus 

oro” (o(E)) = OTE) = D(E+B) = O(E+B), 
anderzijds ís 
prpTl (olE)) = 0(E) + 08), 
waaruit wij concluderen dat 
o(E+B) = O(E) + 0 (B). 

Beschouw nu de dilatatie & van ‘PR met as La,9,0| en centrum 
F1,9,0]l ate fl 1,1,0] overvoert in F1,4,0 | . Deze induceert 

on L1,0,J) volgens (9.4) de afboelding & Pag. psp”! is de 
dilatatie van PS met as l1,0,0J en centrum F2,90;d dic | 
[1,40 | overvoert in [2,ota),o | . “ij krijgen dan weer twee 
relaties, n‚l._ 

08p”* 

en. p8o 


(O(E)) = PÔ(E) = plal) z 0(aE), 
1 (0E) = olado ll), 
waeruit volgt 
alas) = ola}d(5). 
Convlusie: oc is cen iSomorfisme van K op L. 


Er EB Beel 


ij jn 


d il ef EE 
o(E+BD)E o(aë)= 
CE pt DAEB) TT ekke 


Wij definiëren nu zen o $=lincaire afbeelding A van R 
op 2 doer 5 
AlEorSisb2 = Palo): olEi), otEa)*. 
A induceert cen coltinceatie [al van [3] on (L3] . Vergelij= 
ken wij deze met e ! 
P ge : 
ha 1 fsi] ze Fe; À a) Fes] , Ì „ De,1l,2. 
[A] F coterteg | = [ fo+Efit£z | = d eotertez | 


[Alf i,s,o) Fietsende dl 48,0 | 


ij 


ä i en ME NR RT MNN ATAR Tp OR 
ke 5 : bonden haf 
had kend ee die: ne 
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in fa] is dus een collineatie van PR op zichzelf die alle 
punten vanf 0,0,1 | vastlaat, d.w.Z. ol Fa] is een kwasiperseec= 
tiviteit « met as L0,0,1.) . Deze kwasiperspectiviteit laat 
echter buiten de as nog twee punten vast, te weten fo,0,1] 

en ETokst | ‚ dus is volgens (3.5) de identiteit. Dit houdt in 
dat p=[A], waarmee het bewijs voltooid is. 


We hebben gebruikt dat als & een kwasiperspectiviteit is met as Vv en 


centrum ps, ook odp”* een kwasiperspectiviteit is met as ov en cen- 


trum op (ga na). 


Uit (9.5) blijkt dat A >» [A] een homomorfisme is van TLR) òp de 
collineatiegroep TP(R), met volgens (9.2) kern H(R). Dus 


(9.6) TP(R) = PTL(R) = TL(R)/H(R). 


De toevoeging [A] > oc als A g-}lineair is, definieert eveneens 


volgens (9.2) eenduidig een homomorfisme TP(R) * Aut K met kern 
GP(R) : [A] is projectief * o = I, want: 
een projectieve [A] is ook te schrijven als [B] met lineaire B 


(7.1) en dan is ook A lineair (9.2); omgekeerd (7.3). 


van de optelling in het coördinatenlichaam K. Neem een rechte 
U en introduceer een projectieve coördinaat op U. Kies een 
rechte VÉU door e. Wij hebben gezien dat de transvectie T 

met as V die o overvoert in B, op U de afbeelding & * 6 + B 
induceert, Wij construeren nu T& =2ê: zie figuur 20. Xsy54,T2 


is een construerende vierhoek voor het harmonische viertal 


O,0,28,8. Te 








p b q Figuur 20. 





(2.7) De volgende « 


(9,8) 
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Geven we drie verschillende punten a,;b,‚p op een rechte de 
coördinaten ©,1,0, dan krijgt het volgens (4.3) eenduidig 

bepaalde vierde harmonische q waarvoor H(p,a,q,b) de coördi- 

naat 2. Dus p = q dan en slechts dan ats 2 = 0 in Ks dit geldt 

dan voor elk harmonisch viertal in SER « | 

In de optelgroep K* van het lichaam K hebben alle A # 0 dezelfde 
orde (dat is de kleinste n € IN waarvoor nÀ = 0, als dit nooit 
gebeurt ev: nd ='(n.1) = 0 * n.1 = 0, waar n E IN1 E K); deze heet 
de karakteristiek kar(K). Als 2 = 0 is kar(K) = 2. Is | 
P1,/P2,P3,P4 een construerende vierhoek voor H(p,a,q,b), dan 





zijn de diagonaalpunten van de vierhock D1,P2:P3,D4 de punten 
a,b en (pj®o3) N (p2@pgy), dus a = Db is equivalent met: 

de diagonaalpunten van een vierhoek zijn collineair, Het 
bevensnaande vatten wij samen in de vorige onde hi ee 





‘igenschapven van een projectief vlak®PR over een 





lichaam K zijn equivalent. 

{i) kar(K) = 2. 

(ii) Er is een drietal verschillende collineaire vunten p,8,4 
zodat uit H(p‚a;d,b) volgt afb. 

(iii) Voor elk drietal verschillende collineaire punten p‚a,q 
volgt uit H(p,a,q,b) dat a BD, 


(iv) Er is cen (niet ontaarde) vierhoek waarvan de diagonaal- 
punten niet collineair zijn. 


(wv) FP, Van elke (niet ontaarde) vierhoek zijn de diagonaalpunten 


niet coliinecair. 


De eigenschap F. zuilen we als axioma voor het projectieve 
viak genomen om coördinatenlichamen met karakteristiek 2 uit 
te sluiten, en neet hét axioma van FANO, 

Wij kurnen nu cen antwoord geven onp de vraag die wij aan het 
einge van ö 4 onbeantwoord hadden gelaten, n.l. wanneer de 

in {A.8) qeroemde projectiviteit Tm van een rechte op zichzelf, 
waarvoor geldt: np = Pp, nq = q, Hlp,x:q,7x) voor X PE ms 
een involutie is. Wij wisten al dat 72 = 1, Uit(9.7)volgt dat 
mé 1 den en slects dan als ker(X) * 2. Dus: 

enoemde projectiviteit is ven involutie dan en 
slechts dan als kar(K) # 2. 
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Voor een projectiviteit nm met T° = I en vaste punten p‚q gelet 
volgens (8.7), (8,8): DV(p,x tage) z= DV(rp‚rx‚nq.rn?x) = 
= DV(p‚mx‚q,x) = DV(p‚x,q,7x)"|, dus DV(p;x,q, nx)? = 1, 
DV(p‚x‚q,nx) = 1 of -1. Als DV(p;x,q,nx) = 1 voor één x * p‚q 
Bij een involutie mT met 


vaste punten p‚q is dus DV(p,‚x,‚,q‚,7Tx) = -1 voor alle x # p‚g. Is 


p‚a,q;b een harmonisch viertal, dan zien we aan de in (4.8) 


is TX = X, dus volgens (8.2) n = I. 


genoemde projectiviteit: 





(9.9) H(p‚a,q,‚b) dan en slechts dan als DV(psasq,;b) = -1. 


Dit geldt ook als kar(K) = 2, omdat dan =-1 = 1. Verder volgt nu: 


(9.10) Er is precies één involutie m van een rechte pq met twee 
gegeven vaste punten p‚qs voor deze geldt H(p‚x‚q,nx) voor 
x À p‚q- 
Opmerking. Het verband tussen collinecaties en semilineaire 
afbeeldingen is ook geldig bij een niet commutatief coördi-= 
natenlichaam. Het verband tussen harmonische ligging en dub= 
belverhouding blijft ook bestaan, daar =-l onp zichzelf een 
complete klasse van geconjugeerde clementen vormt (vgl. op- 


merking aan het einde van 5 8), Een o-jlineaire transformatie 
induceert dan een projectiviteit als og een inwendig automorf isme 
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Opgaven. 

9.1. Op een projectieve rechte zijn gegeven de punten met 
coördinaten 0, © en a, Construeer het punt =a. Teken zowel 
een projectieve figuur als een affiene, waarbij de oneigen= 
lijke rechte als as van de transvectie fungeert die 0 in a 


overvoert, 


Tse zegeven de punten I,l,e en a  C op een rechte, Constru= 

eer a”Ì, zowel in een projectieve als in een affienc figuur. 

9.3. tT is een collineatie van een projectief vlak op zichzelf zodat 
de restrictie van tT tot een rechte L een projectiviteit is van L on 


TL. Bewijs dat T een projectiviteit is. 
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9.4. Zij T een collineatie van een projectief vlak PR op een vlak 
PS en U een rechte in PR . Op U en op TU voeren we een projectieve 
coördinaat in. Toon aan dat de restrictie van T tot U dan beschreven 
wordt door 


> GOED) +R 
+ 


6 vo 


’ en 


waarbij og het isomorfisme van K op L is zodat Tt door een o-} lineaire 
afbeelding van R in S wordt geïnduceerd. 


9.5. Zij tT een collineatie geïnduceerd door een o-} lineaire afbeel- 
ding. Bewijs dat voor collineaire punten p‚a,qsb geldt: 
DV (rp‚ta,tq,Tb) = o(DV(p,a,qg,b)). 


9.6. Bewijs met behulp van stelling (9.9.) nogmaals stelling (4.7.). 
(Zie ook opgave 8.7). 


4.7. We gaan bewijzen dat iedere collineatie van het reële 
projectieve vlak PIR* op zichzelf een projectiviteit is: 

a) voor ieder automorfisme o van IR geldt E <n * 0(&) < oln) 
(bedenk dan E <n * (35 # O)n-E = Ti). 

b) laat zien dat o = I (eerst o(n) = n voor n E ZX, dan co) = 5 
voor 7 E Q, tenslotte o(£) = &£ voor alle & € IR.. 


c) bewijs de bewering. 
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510. Dualiteiten en polariteiten. 


LD 


Nu gaan we ook de theorie van duale } lineaire afbeeldingen ge- 
bruiken; zie aanhangsel "Halflineaire algebra" 6. 

R en S zijn weer 3-dimensionale vectorruimten over K resp. L, 
met duale ruimten R* resp. S*. In Ren R* en evenzo in S en S* 


gebruiken we duale basis. 


Zij TA] : PR >PS een collineatie, geïnduceerd door de 0-} lineaire 
A : R > S; deze beschijft het gedrag op de punten: [xl > [Ax] . Wat 
met de rechten van PR gebeurt zien we in de bijbehorende collineatie 
PR* > PS van de duale vlakken. Volgens (9.5) wordt deze geïnduceerd 
door een } lineaire afbeelding van R* op S*. Uit Ha (29) volgt met 
et 

(A*TTulAx) = o({ulx voor alle uE R*, x E R, 
en wegens (6.1) is dan 

LA*T!J Lul (FAUT © Lul DA. 
In de notatie van (3.3) geven &, = [Al, d2 = [A*”'|, beide werkend 
op 1-dimensionale lineaire deelruimten, samen de collineatie van 
P(R*,R) op P(S*,S) . Deze wordt zo geïnduceerd door het paar 
o-j lineaire bijectie RA sg 

mm) 

Een correlatie van PR op PS doert punten van PR in rechten van 
PS, dat zijn punten van PS*; en ‘rechten van PR in punten van PS, 
dat zijn rechten van PS*. Dit is hetzelfde als een collineatie 


van PR op PS*, en wordt dus geïnduceerd door een A : R > S*, en 


de werking hiervan op de rechten door A*T* : R* > S. De correlatie 
van P(R*‚R) op P(S*,S) beschijven we door het paar 
Hede s 


De compositie van twee correlaties is een collineatie. 


Definitie. 


Een dualiteit is een correlatie van een vlak op zich. 





Een semipolariteit is een dualiteit 8 waarvoor 62 = I. 


Onder welke voorwaarden geldt dit? & wordt geïnduceerd door een 
paar A,A*”!, dus 8? door A*TIA, AA*T!, 
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RA RA OR 
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ls gn 
Nu moet [A*T*][A] = I, dus [A] = [A*] 5 volgens (9.2) is dan 
A*z XA en om! z= 0. (bedenk dat A* : R>R* o7t -} lineair is). 


We onderschieden nu twee mogelijkheden. 
a) (Axl® = 0 voor alle x € R. Nu is (Alx+y) [x+y) = (Axl) + 
+ (Axly) + (Aylx + (Ayly = 0, dus (Axly) + (Aylxd = 0 voor alle 
x,y E R. Daaruit volgt o((Ayl» ) = (A xy) = MAxly) = -MAylx 
(waar in afwijking van Ha (29) zowel A als A* in de linker factor 
staan, omdat we steeds R* links, R = R** rechts schrijven; verge- 
Lijk Ha (36)). | 
Er zijn xo syo € R waarvoor (Ayo lxo) = 1; daarmee blijkt 1 = (1) = 
z =\, À = -1. Verder is og 0 Ay = -Ay voor alle y € R; links is 
wegens o = 0"Ì lineair in y,‚ dus rechts ook: A is lineair. In 
dit geval is 

A* = =A, 0 = I. 
Wordt A in coördinaten gegeven door de 3 X 3 matrix Cazj)» dan 
A* = -A door (a,;)* = (-a;;). Nu is 
det(a,;) = det(a;;)* = det(-a;j) = (+1) det(a,;) = -det(a;;), 
dus 2 det(a;;) = 0, zodat det(a; ) = 0 als kar(K) # 2, in strijd 
met A bijectief. f 


J 
Opmerking. 

Een dergelijke nulverwantschap:is wel mogelijk in projectieve 
ruimten PR van oneven dimensie (waarbij we uitgaan van een vector- 
ruimte R van even dimensie). We zullen deze voor het projectieve 


vlak door (10.4) opnieuw uitsluiten. 


b) Er is een a E R waarvoor (Aaja) = a #0. Stel B = a !A, zodat 

B* = 07! (art)A = o"t(attdAA = otCat)AaB = UB waar u = 

= o71(aT!)Aa (met Ha(33)); dan is [B] = [A], (Bala) = 1, en 
„enerzijds (B*ala) = u(Bal|a) = u, anderzijds (B*ala) = o({Bala) = 


(10.2) 


z= 0(1) = 1, dus u = 1, B = B*. We vinden dus 


Iedere semipolariteit ê van een projectief vlak PR wordt geïndu= 
ceerd door een 0-4 lineaire bijectie A : R—R* met A* z A; gî = 1. 
Opmerking. | 

Dit geldt over een niet-commutatief lichaam met die wijziging dat 


A antilineair en o anti-automorf wordt (zie Ha 7). 





A oen onnieke eene a din” ankie en Sana ida ancienne maa dik andes Ben ner” end te ni id 


(10.3) 


(10.4) 
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Wordt A in coördinaten gegeven door Ha(25) : Ca;5) o o{5, dan 
geldt voor de 3 x 3 matrix 


B £ | | 
(ass) = Cola; ;)) s dee a5 = ola as) 
Een hermietse transformatie H = H* van de unitaire c: heeft matrix 
(ass) met as: = 4;;3 we identificeren C** met C° door het inproduct: 


(xly = Gk[y). De correlatie [x] » [Ex] = ty (Hx[y) = 0} = Fijt 
(orthoplement voor het inproduct), ly) = Kalakne fH"!'y lis een 


semipolariteit. 


Merk op dat (aH)* = aH niet weer hermiets is, tenzij a = a. 


We nemen verder aan, dat 6 een semipolariteit is. 


Twee punten p en q heten toegevoegd of loodrecht t.o.v. ê, als 
plêq; notatie plq. Wegens 6% = 1 is dit een symmetrische relatie, 
want als plq, dan plêq, dus éplé*q = q. Duaal voor rechten. 

Y betekent: niet 1. Is p een punt, dan heet êp de poollijn van p, 
en p de pool van êp. We bewijzen nu eerst twee stellingen over 
semipolariteiten. 


Is & een semipolariteit en geldt voor een punt p: p 1 p‚ dan is 
q 4 q veer alle punten q 1 p;, a zp. 


alsp, is dus q | ôq. 


Een onmiddellijk gevolg hiervan is 


Is 6 een semipolariteit, dan is er een punt p zodat p { p. 


Zij p nu een punt zodat p £ p. We bekijken de afbeelding n van de 
rechte êp op zichzelf gedefinieerd door: mx = 8x N êp voor x|ép. 
Deze afbeelding willen we aan een nader onderzoek onderwerpen. We 
kiezen in R een basis en in R* de duale basis zó dat p = [1,0 ‚0 |] 


„en êp = l1,0, of. En de bij, A behorende matrix Cazs) op deze bases 


is Aro = A20 = 0, dus wegens ai = ola; 5) ook aon = Ao2= Ot 
1 0 0 
Cass) = 0 Ay, A32 


0 Az, A22 
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Voor x z F'os8,.E, Ì is 
6x = Lo,arrolE,) + a,,0C5,),0,,0(E,) + 0,405, 


TX = Ôx n Li, o,ol = Fo s=a210(E)) = a220(8,) so, ot, ) + 
+ a,20E,) | 


Op [1,0,0 | voeren we als projectieve coördinaat in: 
[0,0,1] + es, [0,E‚sE, 1 > E, E2 voor E‚, #0. 


In deze coördinaat wordt wp dus voorgesteld door 
0,205) - ai 
TE oa 
a,,005) + a,, 
waarbij we o(ce) = eo moeten stellen (waarom?). De coëfficienten 
Arisz 221 1422 Zijn bepaald (op een factor na) door m(0),r(1) 
en n(oo). De projectiviteit p met p(E) z n(E) voor £ = 0,1 en ce 


wordt voorgesteld door ' 


Is m een projectiviteit van êa op zichzelf, dan moet mn = p zijn, 
dus E = p"!tTE z 0(E) = E voor alle E‚ d.w.z. o = Ig. Dit hangt 


niet af van het punt a. 


Zij 8 = FA] een tripeti waarbij A g- En is. Voor een 
punt a £ a bekijken we de afbeelding van a op zichzelf gedefini- 


eerd door 


nx = êx N ôa voor x|ôa. 


n is een projectiviteit van êa op zichzelf dan en slechts dan als 


o = identiteit, dus als A lineair is. 


Opmerking. 
De veronderstelling dat K commutatief is kan hier niet gemist worden: 


over een niet-commutatief lichaam moet o een anti automorfisme zijn, 
waaraan Ig niet voldoet. 

Voor een lineaire A : R>R* met A* = AA is A = A** = MA, zodat 

AR z 1, A = 1 of =1. Als A* = -A is (Axly) = (A*ylx) = -(Aylx) , 


Capanna dh nonnen ndi ah kkn none Son and 


me 
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speciaal (Axl = {Ax|x) , zodat als kar(K) # 2 (Axlx = 0, 
8fxilfxl, [xl £ [x] voor alle x € R. Dit is wegens (10.4) uit- 
gesloten. Als kar(K) = 2 is =1 = 1, dus ook dan is A* = A, 


Een lineair geïnduceerde semipolariteit heet een polariteit of 


projectieve polariteit. 


(10.6) Een lineaire bijectie R >» R* induceert een polariteit dan en 


slechts dan als A = A*. 


Zo'n A wordt in coördinaten gegeven door een symmetrische matrix 


ie t nt 
Ca;s) = Ca; 5) s dewesze Asi z Aij 
Iedere symmetrische transformatie A = At van de IR? met inproduct 
levert een polariteit: [x] > [Axl = FAx]t, [y]l > fy] = [A-*yl. 


Zij ê een polariteit, a een punt met a 4 a. We onderwerpen de pro- 
jectiviteit mn van êa op zichzelf met mx = óx Nl Sa aan een nader 
onderzoek. Tx is het punt van êa zodat mx Ll x. Omdat 1 een symme- 


trische relatie is, is n? = 1. Is het mogelijk dat m = 1? 


Veronderstel dat m reeds 2 vaste punten b‚clöa heeft; voor x|[$a is 
sx|ja, dus êb = a®b, ôc = a®c. Kies de coördinaten zo dat a = 

fl,0,0], b = [0,1,0], e = [O,0,1] dan ie Sa = [1,0,0], Sb = [O,0s1},- 
ge = [0,1,0f, dus A heeft de matrix 


0, 0 0 
(° 0 1} 
0 1 


(wegens de symmetrie is 423 = 432» We mogen deze 1 nemen). 

Voor x= [0,1,8]|6a is 6x = LO,E,1], mx = [0,1,-E]. Nu is mx = Xe 
» 5 = =E, dus als kar(K) # 2 alleen voor E = 0 en E£ = ©, mT is een 
involutie; als kar(K) = 2 voor alle E£ € Ken a, m = I. Heeft 


geen 2 vaste punten, dan is m zeker een involutie. We hebben 
gevonden 

kar(K) # 2 > rm involutie (met < 2 vaste punten), 

kar(K) = 2 > m involutie (met < 2 vaste punten) of m = I. 
We noemen mn, indien # I, de door & geïnduceerde poolinvolutie | 
op de rechte Sa. 





(10.7) 


(10.8) 
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Beschouw een willekeurige involutie mT op een rechte L. Kies 
een projectieve coördinaat op L zo dat nm 0 en © verwisselt. 


Dan heeft mT de gedaante 
TÈ = £ > p #0 





zoals men inziet door in de algemene formule voor een projectivi- 
teit op L voor E de waarden O0 en ee in te vullen. De eventuele vaste 


punten & van T. worden gegeven door de vergelijking 
Ei =p. 
Is kar(K) # 2, dan heeft deze vergelijking O0 of 2 oplossingen, nl. 


+ /o . Is kar(K) = 2, dan is er O0 of 1 oplossing. We vatten onze 


resultaten samen in de volgende twee stellingen. 


Zij L een rechte in een projectief vlak P(R), mT een involutie op L. 
Is kar(K) # 2, dan heeft m O0 of 2 vaste punten: is kar(K) = 2, dan 


0 of 1. 





Zij 8 een polariteit in een projectief vlak PR , a een punt zodat 


a{ a. De afbeelding m van $a op zichzelf zij gedefinieerd door 


Ax _= ôx Nl êa voor x|lôa. Is kar(x) * 2, dan is mT een involutie; is 


kar(K) = 2, dan is mT een involutie of de identiteit. Is T een in- 


volutie, dan heet 1 de poolinvolutie op Öa (m.b.t. 6). 


Alle in (10.8) genoemde mogelijkheden voor t (involutie met 0 
of 2 vaste punten als kar(k) # 2, involutie met 0 of 1 vast punt 


of de identiteit als kar(K) = 2) komen inderdaad voor. 


Opgaven. 


10.1. Beschouw de polariteit 8 = [A] in “PIR® met matrix 


1 0 0 
A = 0 1 0 d 
0 O0 -1 


Bewijs: 

(i) de rechte 1 1,0,0j incideert niet met z'n pool. De poolinvolutie 
op L1,0,0j heeft twee vaste punten, 

(ii) de rechte [0,0,1j incideert niet met z'n pool. De poolinvolutie 
op L0,0,1 j heeft geen vaste punten. 
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Beschouw nu de polariteit ô = [Al inPIR* met A = I. Bewijs: 
(iii) er is geen rechte die met zijn pool incideert. 


10.2. Zij K een lichaam van karakteristiek 2 dat een element a 
bevat dat geen kwadraat is in K (dergelijke lichamen bestaan, maar 
dat bewijzen we hier niet). Zij & = [A] de polariteit in PK’ met 


matrix 


(i) Bewijs dat f0,0,1 } niet met z'n pool incideert en dat de af= 
beelding T als in stelling (10.7) een involutie is met één vast 
punt. 

(ii) Bewijs dat L1,0,0} niet met z'n pool incideert en dat de af- 
beelding n als in stelling (10.7) een involutie is zonder vaste 
punten. 


10.3. Zij K een lichaam van karakteristiek 2. Beschouw de polariteit 
6 = TA] in PK? met 


1 0 0 
A = 0 0 1 . 
0e £ B 


Bewijs: 

(i) L1,0,0} incideert niet met z'n pool. 

(ii) De afbeelding mn op L1,0,0J is de identiteit, m.a.w. elk punt 
van [_1,0,0] incideert met z'n poollijn. 

(iii) Buiten de rechte |_1,0,0/ zijn er geen punten die met hun 
poollijn incideren. k 

10.4. Zij K een lichaam van karakteristiek 2, R een 3-dimensionale K- 
vectorruimte. We wíllen de mogelijke polariteiten 8 in PR klassificeren. 
(i) Veronderstel er is een lijn L met de volgende eigenschappen: 

L incideert niet met z'n pool, alle punten van L incideren met hun 
poollijn. Kies een basis in R zó dat 


le, Ì = pool van L, Fe, len Fe, In. 
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Laat zien dat é = Tal met 


a 0 0 
A = 0 0 1 
0 1 


Bewijs dat geen enkel punt buiten L met z'n poollijn incideert. 

(ii) Stel er is géén lijn L met de eigenschappen als in (i) genoemd. 
Veronderstel verder: er is een punt p dat met z'n poollijn incideert. 
Kies een lijn L |p, L* êp. Bewijs eerst: L Â SL. Kies een basis in 
R zodat 


Fe, Ì z= pool van L, „fe, te „IE =p, de LE Le) 
de, Lesl 


Waarom is dit mogelijk? Laat zien dat 8 = [A] m met 


a 0 0 
A s 0 1 0 . & 
0 0 1 


Laat zien: als a een kwadraat is in K, dan is er een lijn (welke?) 
die niet met z'n pool incideert en waarvan alle punten met hun 
poollijn incideren. Aangezien we dit uitgesloten hadden in onze 
veronderstellingen, zien we dus: a is geen kwadraat in K. Toon aan 
dat p het enige punt is dat met z'n poollijn inc!deert. 


(iii) De derde mogelijkheid is dat geen enkel punt met z'n poollijn 
incideert. Wat in dit geval precies de mogelijkheden zijn, hangt 
geheel van de structuur van het lichaam K af. We volstaan met te 
vermelden dat dit geval zich echt voor kan doen bij bepaalde co- 


ordinatenlichamen K. 


Kegelsneden 


We nemen voortaan aan dat de karakteristiek van het coördinaten- 
lichaam # 2 is, m.a.w., dat aan het axioma van Fano voldaen is. 


Definitie.Is ô= [Al een polariteit, dan heet de verzameling van 
punten p= [xl „zodat pip, ofwel plóp, een kegelsnede; deze heeft 


de vergelijking ing (Axl) = Ue 

Een kegelsnede wordt dus gegeven door een homogene kwadratische 
vergelijking LAx}d = 0 met willekeurige symmetrische A zodat 
det A # 0. 
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De kwadriek van R, die aan deze vergelijking voldoet, is een 
kegel met top 0; de beschríjvenden hiervan zijn de projectieve 
punten, die de kegelsnede van het projectieve vlak 

vormen. Merk op dat voor sommige polariteiten de bijbehorende. 
kegelsnede leeg kan zijn. Is dit niet het geval, dan is de pola- 
riteit door z'n kegelsnede volledig vastgelegd, zoals we zullen 


zien. 


Beschouw een niet-lege kegelsnede C; neem een punt p € C. Voor 

een punt qlôp, q *p is q € C volgens (10.3): de rechte ôp heeft 
alleen p met C gemeen. Een andere rechte Llp, L *# êp heeft pool 

l = 8LlSp, 1 * p, dus 11, 1 Ä L. Derhalve induceert 6 volgens 
(10.8) op L een poolinvolutie, met tenminste één vast punt p,‚ dus 
volgens (10.7) met twee. Iedere rechte L- L # êp door P_ bevat precies 2 
punten van L. Het aantal punten vp GC io ie che gelijk aan, het aantal 
rechten door een punt, dus ook aan het aantal punten op een rechte. 
ôp heet de raaklijn in p aan C. Is L geen raaklijn aan C,‚ dan 
heeft L 0 of 2 snijpunten met C. Het kan zijn dat het eerste ge=- 
gal, zich niet voordoet, b.v. als het coördinatenlichaam bestaat 
uit de complexe getallen; dan heeft iedere involutie vaste punten. 


(11.2) Een rechte L heeft met C 0, 1 of 2 punten gemeen. L heeft met C 


precies 1 punt gemeen als L raaklijn is. Door ieder punt van C 
gaat precies êén raaklijn. 


Hoeveel raaklijnen gaan er door een punt P €& C? Is L zo'n raak- 
lijn door p , dan ligt de pool van L op L en ook op Óp, dus 

die pool is ôp fy be Op óp liggen 0 of 2 punten die op hun pool- 
lijn liggen, dus 


(11.3) Door een punt p &C gaan 0 of 2 raaklijnen. De raakpunten daar- 
yvan zijn de snijpunten van C met de poollijn van p. 


We laten nu zien hoe C de polariteit bepaalt. 


(11.4) Is a € C,‚, dan is de poollijn van a de de raaklijn aan C in a. Is a & C 
en zijn x en y twee punten van C zodat a © x en a® y raken n aan C, 
dan is x ® y de poollijn van a. _is a&C en zijn x en y € C zodat 
a®xenae®y niet raken aan C‚, en a, x en y niet collineair zijn, 
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dan nemen we voor x' het snijpunt #x van a © x met C, voor y' het 
snijpunt # y van a @ y met C. De poollijn van a ís dan de lijn 
u+vmetus= (xy) N (x'@y') en v = (x8y') N (x'@y). Merk op dat 
voor a £ C tenminste één van de twee laatstgenoemde mogelijkheden 


zich moet voordoen. a 





Figuur 21. 


Bewijs. De eerste twee beweringen zijn al bewezen. Beschouw het 


laatste geval. Laat H@v de lijn a®@x snijden in x', a®y in y". Dan 
Hla,x,x'',x!) en Hla,ysy'',y!'). De poolinvoluties atx en aty hebben 


vaste punten x,x' resp. ysy';s volgens (9.10) voegen ze a aan x" 
resp. y' toe, dus x" en y" liggen op de poollijn van a. Wegens het 
axioma van Fano is u f v, dus utv is de poollijn van a. 

De verzameling van alle rechten door een punt p heet de waaier met 


een centrum p. , 


ZijL een rechte, p een punt niet op L. De afbeelding 
‚Xx p® Xx, Xx |L 
is een projectiviteit van L op de waaier door p‚ d.w.z. wordt door 


een lineaire transformatie geïnduceerd. 
Bewijs. Neem basispunten zodat p z [1,0,0], L = [1,0,01. 


Voor x = [0,81,E2| is dan 
pe x =| 0E,5-E,|- 


Neem een punt ae C. Is xe C, dan is a + x bepaald voor x # a. 
Als x = a, nemen we voor a + x de raaklijn in a aan C. Doorloopt 
x de kegelsnede, dan doorloopt a + x dus de hele waaier met 


centrum a. 


Dj PEM73 


(11.6) Stelling van STEINER Gegeven twee vaste punten a en b op C, 
a * b. Doorloopt x de hele C,‚ dan is de afbeelding 


a©xhb®x 


een projectiviteit van de v de waaier door. a Op_ de waaier door b. 


Figuur 22, 





n (a®o) = Xps Y = ede) n EEEN dan is êy = Xa®xp. Zij u = 
= 8(a®b). Uit yla®b volgt ulxa®x)-. De afbeelding xa # xp is dus 
een perspectiviteit van b®c op a®c met centrum u. Volgens (11.5) 
zijn 

a®x x3 
en 

b®xexj, 
projectiviteiten. 
Daaruit volgt dat a®xtebe@® x een projectiviteit is. 
Merk op dat de boven gedefinieerde projectiviteit 


a ® xbe® x 
geen perspectiviteit is. Was dat nl. wèl het geval, dan bestond 


de meetkundige plaats van x uit twee snijdende rechten,nl. a + b 
en de perspectiviteitsas L. De rechte L zou dan geheel op de kegel- 
snede liggen, in tegenspraak met (11.2). Men noemt een paar snij 
dende lijnen wel een ontaarde kegelsnede. Er hoort een ontaarde 
polariteit bij. Wij beschouwen voortaan alleen niet ontaarde 


kegelsneden. 


Figuur 23. 





- 58 — PEM73 





(11.7) gij C een kegelsnede in cen_Dro ectisf vlak, a enb once 


a&b. Zij r het snijpunt van de raaklájgen in a_an.b.an 


Llr. Doorloopt x de kegelsnede C dan 18 





(a8x) NLP bex) PL 
de poalinvolutiz Op Le, 





Figuur 24 
ef 

Bewijs. Zij À ie vool van L. 

& C nog het punt y gemeen nabben, p = (a@x)N(b@y) 


Heer. een punt X OD C,‚ Laat 


1®x me 
en q = (a®y)W(b@x) liggen Can op L. De roollijn van Pp 


Be 


is l + a. 


Van de stelling van Steiner bestaat ook een omkering, die we nu 
bewijzen. We merken eerst op; dat duaal met (8.3) geldt: een 
projectiviteit tussen twee waaiers die de verbindingsrechten 


van de centra van de waaiers vastlaat is een perspectiviteit. 


(11.8) Zijn a en b twee vaste punten, ä * b, en is Tm een projectiviteit 
van de waaier door a op die door b, die geen perspectiviteit ís. 
Dan is de verzameling van de punten 
LN nL, Lla 


een kegelsnede door a en b. 


Figuur 25. Cs fo „0 atd Bewijs: Noem a + b = Le: 
| *L, = L, 


n_ L, = L, (Le als lijn door Db). 






(L, als lijn door a) 


Lj =F Lo =L1,0,0/ 


M, la‚M, * Les L,- 

+01) TM, = M‚. 
Ti,o,dlee Le =L0,0,1| b=f0,1,01 e= L, NLs. 
deM, NM, 


Kies coördinaten zodat a = Fe, hk bz Fe, |, elk Fe, |, d = e,te,te, | 





(11.9) Door vijf punten gaat precies é één kegelsnede; deze is ontaard dan 


1.10) 
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+ L0,0,1) ad Li,o,o) 
Lo,1,0j > [0,0,1| 
Lo,1,-afel-1,0,1/ 





Dus algemeen: 
' L0,o, „a, | id Le, „0,a, |J 
[Osa,sa, | N|a,,0sa, f =[a?,a?,-aa, | 
De verzameling van deze punten wordt gegeven door de vergelijking 
5,8, = Ee = 0, 


die de (niet ontaarde) kegelsnede voorstelt, behorende bij de 


. 0 1 O0 
de polariteit [A] met op deze basis de matrix (G 0 ) 


0 2 
Een kegelsnede is dus bepaald door twee waaiers en een projectivi- 





teit daartussen, dus door twee toppen van waaiers en verder de 

beelden van drie lijnen in de ene waaier, dus door drie punten op 

de kegelsnede. Collineaties voeren projectieve waaiers over in 
projectieve waaiers. Dit is de duale uitspraak van: Is T : L *M 

een projectiviteit van rechten, p een collineatie, dan is pro”! : pL > 
> PM weer een projectiviteit (Ga na; bekijk eerst een perspectiviteit). 


We krijgen dus 


en slechts dan als er onder die punten tenminste drie collineair 
zijn. Een punt met voorgeschreven raaklijn geldt hierbij als twee 


punten. Collineaties voeren kegelsneden over in kegelsneden. 


Een belangrijke stelling voor constructies is de volgende: 


een een kegelsnede dan en eldehee dan als de punten 


u, = (a,&b,) n (a,8b,), u, = (a,®b,) N@,@b), u, = (a,@b,)N (a,®b,) 


Stelling van heen Zes ek beke deka. A,» Az» bj» b,s Db, Liggen op 


2 


collineair zijn. 
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LIE: Veronderstel eerst dat a,, a, as» bjs PD,» b, op een kegel- 
snede C liggen. Neem een wille- 
keurig punt x op C. 

Xx, = (a,®X) N (a,@b), 

X3 = (a,8x) N (a,@b,). 


Figuur 26. 





Doorloopt x de hele C, dan is 
x, > a, © x 
een projectiviteit van a, ® b, op de waaier door à,» 
a, ®x a, ®x 
een projectiviteit van de waaier door a, op die door a,;, 
a, B uk, 
een projectiviteit van de waaier door a, op a, © b,. Dus is 
Ts Xj > X3 
een projectiviteit van a, ® b, op a, ® b,- Voor Xx = a, krijgen we 
= a,, dus is 1 zelfs een perspectiviteit 


XxX, Ss X 


1 3 


nb, = (a,®b,) Nl (a,eb,) 

n(fa,@b,) N (a,@b,)) = b, 
Het centrum van mis dus u,. Verder:is 

TUz = Uj- | 
Dus liggen u‚‚ u, en u, op één rechte. 
Laat omgekeerd gegeven zijn dat u‚‚ u‚» U; OP één rechte liggen. 
Neem voor C de kegelsnede door a,, a,» &3» Dj» D2- 
Te bewijzen dat b, op C ligt. Zij b; het snijpunt van a, + bj met 
C. a,» a,» a,» b,» b,» b; geven dan drie collineaire punten 
ùü,» ul, u‚- Maar u, = (u,®u,) N (b‚®a,) = u,‚ dus bj = b,- 
De bovenstaande stelling blijft geldig als zekere punten samenval=- 
len. Is b.v. a, = b,, dan nemen we voor a, + b, weer de raaklijn 


in a, aan C. Evenzo als a, = b,» &; * b, of a; : b,» 4, = b,- 
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Figuur 27. 


In deze gevallen gaat het bovenstaande bewijs gewoon door. Anders 
ligt het als er drie paren samenvallende punten zijn: a, = b,» 

a, = b,, a, = b,, dan moeten we een ander bewijs geven. Neem 

u, = (a,&b,) Nl (a,®b,), waarbij a, © b, weer de raaklijn in a, = b, 
is, u, = (a,®b,)  (a,@b,), u, = (u,@u,)  (a,®b,). We moeten aan- 
tonen dat u, ® a, de raaklijn in a, is. Stel u, ® a, snijdt C nog 
in b, *a,- 

Pas de stelling van Pascal dan toe op de punten a, = b,, a, = b,» 
a,» b,. We vinden dan drie collineaire punten 


us = (a;®b,) N (a2b,) 


u, = (a,®b,) N (a,@b,) = 


t 
Lef 


Uz 


Dus u; = (u,®u,) N (a,@b,) = u;. Daaruit volgt b, © a, 
= U, ® a, = u, ®a, = b, ®a,. Dus b, = b, = as. 
Tegenspraak. Dus is u, ® a, de raaklijn in a,. Formuleer en bewijs 


zelf het omgekeerde van dit geval. 


Wanneer de kegelsnede C ontaard is reduceert de stelling van 
Pascal zich tot die van Pappus-Pascal (zie opgave 2.2). Het 
bovenstaande bewijs is in dat geval ook goed, aangezien dat 
steunt op de stelling van Steiner, die ook geldig is voor ont- 
aarde kegelsnede. 


Zijn C en C' twee niet lege kegelsnedenin een projectief vlak, 
beide niet ontaard. Dan is er een projectiviteit die C op C' 
afbeeldt. 
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ze 
> 


b Figuur 28. 
d Bewijs. Op Cc kiezen we drie 
verschillende punten a, b en C; 
op C' : a', b' en c'. 

8 d = snijpunt van de raaklijnen 
en _ aan C in a en b, d' = snijpunt 
van de raaklijnen aan C' in a' en b'. Er is een projectiviteit # 

die a *a', b*b', ae *ce', d *d'. nC is een kegelsnede die 
met C' drie punten en de raaklijn in twee daarvan gemeen heeft, 
dus valt nC samen met C. 


Alle kegelsneden van een projectief vlak P vormen één klasse. 
voor de aequivalentierelatie: C = C' » (Jm E GP)TC = C'; de 
projectieve groep GP werkt transitief in de verzameling kegel= 


ze men Één baan. 


Opmerking. De aanname dat het coördinatenlichaam commutatief is, 
kan niet gemist worden in de theorie van de kegelsneden. 


Opgaven. 


11.1. Wat blijft er over van de stelling van Pascal, als b.v. 
a, = b, in bovenstaande notatie? 





11.2. Gegeven vijf punten op een kegelsnede C en een lijn L door 
één van die punten. Construeer het tweede snijpunt van L met C. 


11.3. Zelfde vraag als gegeven zijn vier punten en de raaklijn 
in één daarvan, of drie punten en de raaklijnen in twee daarvan. 


he Gegeven van een kegelsnede twee punten met daarin de raak- 
lijnen, en een derde raaklijn. Construeer het raakpunt van de laatste 
gebruik makend van het laatste geval in het bewijs van de stelling 

van Pascal. (Aanwijzing: noem de gegeven punten a, = b, en a, = bs, 
en de raaklijnen daarin a, + b, en a, + b;, resp. Noem de derde ge- 
geven raaklijn L. Neem u, = (a,tb,) Nl L. Beschouw de perspectiviteit 
mn van a, + b, op a, + b, met u, als centrum, en de projectiviteit T 
van de waaier door a, op de waaier door a, gedefinieerd door 

T(a,tx) = a, + TX, als X la, + b,. Toon aan dat Tt een perspectivi= 
teit is. Construeer de perspectiviteitsas van T. Het snijpunt daar- 
van met L is het raakpunt van L aan de kegelsnede; bewijs dit] 
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11.5 Zij een quasiperspectiviteit met as P en centrum ps 


S 12. 


en C een kegelsnede. Bewijs: 
ÓC CC «* P poollijn van p & $°= L. 


Lijnkegelsneden. 


Uit de definitie van een dualiteit is duidelijk, dat het hieraan 
duale begrip weer een dualiteit is. Zij 8 een semipolariteit, ak a. 
De afbeelding p van de waaier met centrum a op zichzelf.gegeven 


door 

p : Lt» êL@ea voor Lla 
is de duale van de in (10.5) beschouwde 1 : xt» 8x N 8a voor x|êa, 
Dus m en p zijn 


en hangt hiermee samen door p(x®a) = Óx = TxOa. 
tegelijk projectief (ga na). Het begrip polariteit is zelfduaal. 


“Voor een polariteit ê is p‚ indien # I, de poolinvolutie in de 


(12.1) 


(12.2) 


waaier met centrum a. 
Het duale van een kegelsnede is dus de verzameling van lijnen die 


met hun pool incideren bij een gegeven polariteit; we noemen dit 

een lijnkegelsnede. Blijkbaar is een lijnkegelsnede niets anders 

dan de collectie van alle raaklijnen aan een kegelsnede. Door 
dualiseren van stellingen over kegelsneden krijgen we dus stellingen 
over de raaklijnen aan kegelsneden, b.v. de snijpunten van een 
rechte L met een kegelsnede C, behorende bij de dualiteit 6, met 

8L € C,‚ zijn de vaste punten van de poolinvolutie op L, wordt 





duaal: de raaklijnen uit een punt p aan C,‚ p É C zijn de vaste 
rechten van de poolinvolutie in de waaier p. Uit de stelling van 


Steiner (11.6) krijgen we op deze manier: 


Gegeven twee vaste raaklijnen A en B aan een ì kegelsnede C,‚ A # B, 
Doorloopt X alle raaklijnen aan C,‚ dan is de afbeelding 


ANXBNX 
een projectiviteit van A op B. 


Uit (11.9) krijgen we 





Zijn A en DB twee vaste rechten, A * B, en is mT een projectiviteit 
van A op > B die geen pers pectiviteit is. De verzamelins „van r alle 


en 
xXx ® NX X CEC A 
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bestaat dan uit alle raaklijnen van een kegelsnede waaraan A en B 
raken. | 


Verder geeft (11.0) 


(12.3) Bij vijf lijnen is er precies één kegelsnede die daar aan raakt; 
deze is ontaard dan en slechts dan als van die vijf lijnen er ten- 


minste drie door één punt gaan. Een lijn met gegeven raakpunt telt 
hierbij voor twee lijnen. | 


Zeer belangrijk is de duale van de stelling van Pascal (11.9). 


(12.4) Stelling van Brianchon. Zes lijnen A1, A2, As, Bi, Bz; B, zijn 


ene eend ader Shatner ag en Tam aAh ten 
k 


dan en siechts dan raa ijnen aan een kegelsnede als de rechten 
U, = (A, NB,) ©® (A;/1B,), Uz = (A, B) © (A, NB), 


U, = (A, NB,) ® (A, NB); 


door één punt gaan. 


- 
3 


De stelling van Brianchon blijft 
geldig als zekere lijnen samen=- 
vallen, mits we weer het raakpunt 
als snijpunt van de samenvallende 
lijnen interpreteren. We kunnen 
met deze stelling constructies van 





raaklijnen enzovoorts uitvoeren. 


Figuuf 25, 


Opgaven 


12.1. Gegeven vijf raaklijnen aan een kegelsnede en een punt op 


één daarvan. Construeer de tweede raaklijn door dat punt. 


12.2. Gegeven drie raaklijnen aan eên kegelsnede C en de raak= 
punten op twee daarvan. Construeer de raaklijn door een gegeven 
punt op één van de gegeven raaklijnen. 

12.3. Los het probleem van opgave 11.4 op met de stelling van 


Brianchon. 








5 13. 


(13.1) 


(13.2) 


(13.3) 
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12. u, Bewijs stelling (12.1) rechtstreeks met (11.6) en eigen- 


schappen van polariteiten, zonder stellingen uit 5 11 te duali- 
seren. M.a.w., gebruik alles van 511, maar niet het dualiteits= 
principe. 


Projectiviteiten tussen kegelsneden. 


Definitie. Gegeven twee kegelsneden €, en C, en twee punten, ä, 


p C, en a, op C,. Een afbeelding mr van an C, op C, heet een projec- 
en als de EFBEeldInE En 





a, © x a, ® Tx, xeC,, 


een projectiviteit is van de waaier door a, op die door a,. 


Nd 





Vervangen we a, door een punt a) op C,» â, door a) op C,» dan zijn 
a, © xj” aj ® XxX,» x, € C, 

en 
a, ® x, a, ® Xx, x, EC, 

projectiviteiten volgens de stelling van Steiner (11.6). Dus ís ook 
aj @ xtra, ® nx, xe C, 


een projectiviteit. Dit betekent 


De punten a, “én a, op C‚resp. ‘C, mogen in definitie (13.1) wille- 


ee re se EE 
keurig gekozen worden. f 





Het meest interesseren ons involutorische projectiviteiten van 
een kegelsnede op zichzelf. De volgende ‘stelling geeft daarvan 


een beschrijving. 


Is C een kegelsnede en p een punt niet op C. Dan is de afbeelding 
die aan x € C het tweede snijpunt van p& xmet C (= x als p®x 
raakt aan C) toevoegt een projectieve involutie. Elke involutie 
op C is van deze gedaante. p heet het centrum, de poollijn P van 
p de as van de involutie. 








(13.4) 
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Figuur 30. 


Bewijs. Zij mT de afbeelding die we met 
een punt p & C krijgen op de beschreven 
wijze. Dat 1? = 1, n #1, is duidelijk. 
We hoeven dus nog slechts te bewijzen 
dat mT een projectiviteit is. Neem een 
n punt a op C zodat p + a niet raakt aan 
C. a! = tweede snijpunt van p © a met C. P = poollijn van p 

tees Cu 

Beschouw een willekeurige x op C,‚ x' = TX. a + Xx en a! + x!' snij 
den elkaar dan op P volgens (11.4). De afbeelding 


a® x-a' ® x! 


is dus een perspectiviteit, dus mr is een projectiviteit. 

Zij omgekeerd m een projectieve involutie op C. Neem punten a en 

b op C zodat a # ra, a *b, a * nb (dus ook b * ra). Neem 

p = (a®ra) MN (bÔrb), waarbij we weer afspreken: als b = mb, dan is 
b ® rb de raaklijn in b. p definieert een involutie T' op C. Nu is 


n'x = TX voor X = a, Db, Ta. 


Aangezien een projectiviteit door de actie op drie punten volledig 


bepaald is, is nT" = m. 


In een waaier kunnen we een projectieve coördinaat invoeren 
door deze op te vatten als een rechte van het duale vlak. 
Vier rechten door één punt bezitten een dubbelverhouding, 

die gelijk is aan die van hun snijpunten met een willekeurige 
rechte, en invariant is bij projectiviteiten van waaiers. 
Voor vier punten P, a, q, b op een kegelsnede C definiëren 


we hun dubbelverhouding door 


DV (psa,a,b) = DV(t@p‚t®&a,t®g,t®b) met een willekeurige 
te EE. 


Wegens de stelling-.van Steiner (11.6) hangt de dubbelverhou- 
ding in de waaier t niet van de keuze van t op C af. Bij pro- 
jectiviteiten tussen kegelsneden is de dubbelverhouding weer 


invariant. 


ec Miam ecn im Da ac rld 











(145 
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Zij r de pool van p®q, en 
e‚d de snijpunten van r®a 
resp. r®b met p®q; dan is 


DV (p‚a,q,b)?= DV(p‚e‚q,d). 


Want als a'‚b' de tweede snij- 
punten van Pea resp. Keb met C 
zijn, ligt s=(a®b') N (a'®@b) 
op p+q. Nu is DV (p‚a,‚q,b) = 
DV(a'®p,a'Ga,a'Bg,a'®b) = 
DV(pye,g;s);, en evenzo 

DV (p‚a,q,b) = DV(b'&p‚b'®a,b'@q,b'®Bb) = DV(p;s,;qsdd. 

De bewering volgt nu uit de productformule (8.6). 

We behandelen nu het probleem, van een 
gegeven involutie op een rechte (of in een waaier, of op een ke- 
gelsnede) de vaste punten te construeren als we alleen twee paar 
toegevoegde punten kennen. 





Figuur 31. 


Zij op de rechte L een involutie 1 gegeven dcor de puntenparen 
OO a, a! = ma, b, b' = nb. Zij C een ge- 
geven kegelsnede. Neem een punt c op 
C. 
De afbeelding 

c®x*c®rmx, x EL, 
is een involutie in de waaier door c. 


„AP 


Figuur 32. 


Dus, als c ® a de kegelsnede C nog snijdt in a, c®a' in a', 
c@b inb, c® b' in b', dan definieert de involutie in de waaier 


door ec een involutie m op C met 
Ta=a',mb=b'. 


De as P van T gaat door (a'eb) N (a©5') en door (a®b) N (a'sb'). 
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Snijdt P de kegelsnede C in u en v‚, dan zijn u en v de vaste 
punten van T,‚ dus 


uz (c@u) NL, v = (cv) NL 


de vaste punten van mT. 
Voor deze constructie moeten we dus een kegelsnede C gegeven 
hebben zodanig dat de snijpunten van C met een willekeurige 
rechte bepaald kunnen worden. Meestal nemen we voor C een cir- 
kel. Alnaargelang P O0 of 2 snijpunten met C heeft, heeft ” 
0 of 2 vaste punten. Waarom kan P niet raken aan C? 
Veel constructie=opgaven komen neer op het bepalen van de vaste 
punten van een involutie. Dat we hiervoor een kegelsnede nodig 
hebben en 't niet met de lineaal alleen afkunnen, is als volgt 
in te zien. Het snijden van een kegelsnede met een rechte komt, 
in coördinaten uitgeschreven, neer op het oplossen van een kwa- 
dratische vergelijking. Aangezien het bepalen van de verbindings- 
lijn van twee punten en het snijden van twee lijnen neerkomt op 
het oplossen van lineaire vergelijkingen, kunnen we daarmee 
nooit een kwadratische vergelijking oplossen. Immers, lineaire 
vergelijkingen met b.v. rationale coëfficienten hebben rationale 
oplossingen, een kwadratische vergelijking met rationale coêffi- 
cienten kan irrationale oplossingen hebben. Zo heeft de verge- 
lijking 

x? „220 
twee irrationale oplossingen, n.l. + /2. Het tweede vaste punt 
van een projectiviteit waarvan reeds een vast punt gegeven is, is 
te berekenen uit een lineaire vergelijking, en dus alleen met de 


liniaal te construeren (opgave 8.4). 


Opgaven. 7 


13.1 In een projectief vlak zijn A, B, C‚ D vier rechten door een 
punt p‚ en a, b, ec, d hun snijpunten met een rechte P niet 
door Pe 
Bewijs: DV(A,B,C,D) = DV(a,;b,c;d). : 

13.2 Zij C een kegelsnede in het reêle projectieve vlak, p‚ qs à 
punten van C, r de pool van p®q, e het snijpunt van r®a met 
p®q (als bij (13.5)), en d een willekeurig punt van p®q. 
Bewijs: r®&d snijdt C* DV(psc‚q,d) > 0. 
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Bij de volgênde opgaven is een vaste kegelsnede C, gegeven, waar- 


van we de snijpunten met een willekeurige lijn kunnen bepalen. 


13.3. Gegeven vijf punten op een kegelsnede D en een lijn L, 
niet door één van die punten. Construeer de snijpunten van L 
met D. Aanwijzing: beschouw de involutie m op L die aan x |L 
het snijpunt van L met de poollijn van x t.o.v. D toevoegt. 
Wat zijn. de vaste punten van 1? 


13.4. Gegeven een rechte L en vier punten niet op L, waarvan 
géén drie op één rechte, die we az, as, bj» Ds noemen. Bewijs 


_ eerst dat de afbeelding mn van L op zichzelf, die een punt x | L 


afbeeldt op het tweede snijpunt van L met de kegelsnede door 
a,» a,» bj» b,» X, een projectiviteit is. 


(Aanwijzing: noem x = a,‚ Tx = b,. Teken een Pascalfiguur waarin 
alle vaste lijnen getrokken zijn en alle van a, of b, afhankelijke 
lijnen gestippeld. m is produkt van drie perspectiviteiten die in 
deze figuur zonder veel moeite aan te geven zijn.}l Construeer nu 
de raakpunten met L van kegelsneden door a,, a;; bj,» b; die aan L 
raken. Hoeveel oplossingen zijn er mogelijk? 
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814 Het affiene vlak. Affiene kegelsneden. 


(14.1) Definitie. 
Zij P een projectief vlak, Lo een rechte van ®. Het affiene vlak 
P\Lo met oneigenlijke rechte Lo is de verzameling punten p van ®P, 
Pp 4 Lo en rechten L van P, L * Lo, met de incidentierelatie van P; 
deze heten affien punt resp. affiene rechte. De punten van Le 
heten oneigenlijk punt van P\Le. Twee affiene rechten L‚M van 


P\Lo heten evenwijdig, geschreven LM als L N M[ Lo. 


In P\Le geldt: 

Twee verschillende affiene punten incideren met precies één 

affiene rechte. 

Twee verschillende affiene rechten incideren met hoogstens één 
affien punt; evenwijdige rechten hebben affien geen snijpunt. 

Het dualiteitsprincipe (6.3) geldt niet voor een affien vlak. 

In het schoofmodel kunnen wij PR\Lo beschrijven met een 2-dimen- 
sionale lineaire varieteit eo +Los eo * Lo (vlak van R, niet door 0): 
een affien punt [xl, x É Le snijdt eofLe in een (vector)punt van R, 
een affiene rechte L f Lo heeft met eotLeo als doorsnede een 1-dimen- 


sionale lineaire varieteit, (lijn van R). 


Geo +Loo)Nlag „ar „A2 | = 
{Fa,n: onz? |oo + n, +a2 na 20} 


(1 Ni: ‚nz | 








…=L1,0,0}=fer |+[ez | Figuur 33. 


lij kiczen in “PR coördinaten zó dat Le = L1,0,9], 


eo = [1,0,0l. De affiene punten zijn dan eenduidig te schrijven als 


[x,nasna | ‚ dus staan (na keuze van coördinaten) in 1=lìl cor= 
resvondentic met de „unten van de 2-dimensionale vector” 


ruimt: K2: 


[i,nzenz | hik nien2 
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Een rechte # Le in PR wordt beschreven door Lagrayvez| met 
Fajsag # P0,0'. De affiene »unten daarop zijn de runten 
[ 1‚nzena | waarvoor geldt: 

do + ay nj + an = 0. 
Dit zijn precies de nunten die corresnonderen met de punten 
Fn nz. van een l-dimensionale lineaire variëteit in K2, 
Evenwijdigheid van de rechten | aoraj,aa.f en [80,83 ,82.| 
wordt gegeven door de voorwaarde a1Bg-a281 #0, maew. 


Fai sd2' en fB: ,B2' afhankelijk (gelijke normaalrichting),. 
a: _ Ba 


02 Ba 
Een collineatie & van een affien vlak P\Lo is weer een bijectie, 


(gelijke richtingscoëfficient). 


die affiene punten op affiene punten, affiene rechten op affiene 
rechten afbeeldt met behoud van de incidentie. Snijpunten gaan 
over in snijpunten, dus evenwijdige rechten in evenwijdige rechten. 
Dus $ bepaalt een afbeelding van de oneigenlijke punten, en is 
daarmee eenduidig voort te zetten tot een collineatie van het 
projectieve vlak P; deze zullen we als regel dezelfde naam & geven. 
Omgekeerd is de restrictie van een collineatie & van P waarvoor 


bLloz=lmo een collineatie van ®\ Lo. 





Definitie. 

Een affiniteit of affiene transformatie is een collineatie van 

het affiene vlak zichzelf, die de restrictie is van een projec- 
tiviteit. 


Zij mT een affiniteit van PR\Le, restrictie van de projectiviteit 
[A] van PR, waarin A een lineaire transformatie van R is (7.1). 
In de boven gebruikte coördinaten betekent mLo=loo dat A een matrix 
heeft van de gedaante 

doo 0 0 

Aso Ora A1 2 

O2 0 O2 1 2 
Omdat A bijectief is, det A # 0, mogen we aoo= 1 stellen; 
DO dan is A door m eenduidig beraald. In hot affiene vlak 
induceert m de afbeelding i 

Fasnzen2 lee [rrargtarn nterana, Aaotezinz*azang |. 

Dit corresvondeert in K2 met de transformatia 


“nrenz)e 'arpmitez2n2, Ainite22 2 + 'ai0re20- 
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Dit wil zeggen: ecn affiene transformatië is op precies &én 
manier te schrijven als product ##T;B van een translatie Ta en 
een lineaire transformatie B van K°: 


1 0 0 1 0 0 
Ta S (ee 1 o) ‚B = 0 TE 12 in K$, de homogene 
azo 0 1 0 a21 Oa2z2 coördinaten van PR. 
an Gra Gia ES ' 
Ta : Xe xt Farosd2o » B = in K°, de affiene 
021 Oz 


coördinaten van PR\ Lo. 


Een translatie van PR\Le is een transvectie van PR met as Leo (ga na). 


De affiniteiten vormen de affiene groep GA2(K), de translaties 
vormen een normale ondergroep T(K?) daarvan, want T(K?) hangt 


niet af van de keuze van coördinaten (ga na). 
l een 


transvectie met as pLlo=Loj voor een affiniteit n=TB is Tir e 
=(TaB)TA(B"!T.a) : x > BB”! (x-a)te)ta=xtBe, dus TTom”*=Tree 


Bedenk dat Talp=Ta+p» Ta Tge 


Ook rechtstreeks: voor een collineatie p van PR\Le is oTop 


De lineaire transformaties vormen de ondergroep GL3 (K); dit is 
de isotropiegroep van O= 0,0 =|[1,0,0| in GA2(K), d.w.z. bestaat 
uit de affiniteiten die 0 vast laten. Een ander punt a= a1 502 = 
=|1,a1 sa: | heeft een geconjugeerde isotropiegroep TGLa (K)m”!;, 
waar m € GA (K), T0za, bv. n=Ta. De affiene gfoep is het niet= 


directe product 

CAU.3) © BA,(K) = T(KE)IGLz (K) = GL2 (K)T(KÊ). 
Een collineatie van een affien vlak op zichzelf heet ook wel 
semiaffiene transformatie. Na keuze van een oorsprong 0 is deze 
op precies één manier te schrijven als product p=T4B van een 
translatie en o-4 lineaire transformatiesB van K?. De halfaffini- 
teiten vormen weer een groep TA: (K), die niet direct product is 
van de translatiegroep T(K?) met de isotropiegroep TL3 (K)=TL(K?) 
(zie Ha 5). 


CAH.) Ar EK == TE ITL CKPES Tar CEREER Jo 


Deze bevat de affiene groep GA, {(K) als kern van het homomorfisme 
van TA, (K) > Aut(K), dat aan p=T4B het bij B behorende automor- 
fisme o toevoegt (ga na; vergelijk (9.6)). 











be hens and teen. hemden ade VE nnn annen. ae er ET PE ER VE EN EE Pe NE TN ha aat rr. 
d Á Sn AEN - 8 oe md ee 


(14.5) 
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=as=[0,2,0] ‚n1 =0 







e2="0,1'=[1,0,11 


0="0,0"=[1 Figuur 34. 
De keuze van coördinaten in het affiene vlak wordt bepaald 

door de keuze van de vier basispunten in PR: 

Faasse le (ete ll za Festalt te Tial: 

Derhalve ook door de keuze van de af fiene nunten "0,07, jn 

en de rechten nz = 0 ( de nj-as) en ni=0 ( de nz-as); equi- 

valent hiermee is de keuze van de drie punten "0,0, "1,0? 

en "0,1 in het affiene vlak. 

Een affien vlak kan worden opgevat als een 2-dimensionaie K-vector- 
ruimte, waarin de oorsprong 0 is "vergeten"; deze mag willekeurig | 
gekozen worden. 

Een affiene coördinaat op een affiene rechte L is een projectieve 
coördinaat op L die »® is voor L N Les deze voegt aan ieder affien 
punt p L een getal £ € K toe en maakt zo L tot "getallenrechte". 





G egeven twee punten a en b in hat afkiend vlak; laat een 
affiene coördinaat op a&b voor Rb resp. a,8 zijn. 


Het vunt x op a B b met EH (a,x, b,®) heeft dan de coördinaat 
J(a+B) (ga na). 


Dit leiát ons tot 


Definitie. eijn a en b punten in het affiene vlak, dan is 


het midden van a zn kb het punt Xx zodat 
H (a,X, b, (a + b)N Len), 





Uiteraard is het begrip "midden" invariant onder (semi) 
affiene transformaties, wegens (4.5). Merk on dat wij voor 
de definitie van "midden" geen metriek nodig hebben ! 
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Ee doorsnede van een keeelsrede in “ct rrojecticve vlak met 

het affiere vlak, te beschrijven als snijfiguur van een kegel in R 
met top O0 en een vlak eotLo, niet door 0, van R. Dit rechtvaardigt de 
naam kegelsnede. Zij C een Fecelsnete in het rrojectieve 
vlak. Is C herealC soor ze'n doorsnede rmct het affiene vlak? 
Els het erenclickaar Kk oneincie veel elementen Levat, lieden er 
on C oneindig veel runten; aangezien C Nl Le hoogstens tree mun= 
ten hevat, liegen zer reer can vijf affiene nunten on C, die C 
âus vollefig bepalen, Fles k eindíia veel elerenten kevat, dan 
is Ce orde van K: |X| =p", p = karakteristiek van Fr. (zie bv. 
hebken wij uitgesloten. Het aantal runten on C is gelij! aen het 
aantal punten on cen rechte, d.i. nh + 1, cus het aantal 
affiene nunten on C is minstens nb. Er liggen dus zeker 
minstens vijf affiene unten on C, tenzij |K| = 3 of 5. 

[k| = 5 : dan zijn er 4,5 of 6 affiene punten on C; zijn 

het er 4, dan hebben wij de raaklijn in één van die punten 
nodig om C vast te leggen. 

IK| = 3: dan zijn er 2,3 of 4 affiene nunten on C. Zijn het 

er 4, dan is C daardoor bevaald. Is n.l. x een affien punt 

on C,‚ dan gaan er door x vier rechten, waarvan er drie C in 

een tweede affien nunt snijden; de vierde moet dus de raak= 
lijn zijn. Liggen er 3 affiene punten on C, dan dient men 

b.v. de raaklijn in 2 daarvan tc geven. Heeft C maar 2 af= 
fiene vunten, dan heeft men de raaklijnen in die punten no= 

dig en de richting van één van de punten on L, van C. 
Samenvattend zien wij dus: is |KX| > 5, dan is C door zijn 
affiene punten benaald; is IK| = 3 of 5, dan moet men soms 
behalve de affienes eunten meer gegevens over C verschaffen 

om C vast te leggen; wij zullen steeds veronderstellen dat 

dit gebeurd is. Met deze afspraak hebben wij dus bereikt: 

een affiene kegelsnede bepaalt de bijbehorende pnrojectie= 

ve kegelsnede. In veel gevallen gaan wij van een affiene 


kegelsnede stilzwijgend on de projectieve kigelsnede over 


door toevoeging van de eventuele vrunten on Loe 





En 


(14.6) 


(14.7) 
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Hoe ziet de vergelijking van een kegelsnede er uit in 
affiene coördinaten ? Projectief hebben wij 


Ee 2 + azz82? +aprEoit2oo2Eor2*2025jk2"0r 


agofo“ + 151 

De affiene vergelijking krijgen wij door Eg = 1 te stellen: 
2 = 0, 
ariër + ag28a + 20j2ErE2*2eoikit 20282 * doo 0 

Omgekeerd leidt men uit de affiene vergelijking de nrojec= 
tieve af door “homogeen maken” : men stont cen factor 60 


in de lineaire termen, De in de constante term. De affiene 


„kegelsneden zijn de kwadrieken van K?. 


Een niet ontaarde affiene kegelsnede heeft 0,1 of 2 nunten 
met L, gemeen; naargelang dit aantal benoemen wij de affiene 


kegelsneden. 


sllips als C met L, geen punt gemeen heeft, 


narabool.als C met Lo &én punt gemcen heeft, 


hyperbool als C mct Le, twee munten gemeen heeft, 


Leo 





ellips parabool hyperbool 
Figuur 35. 


Bij (semi) affiene transformaties gaan ellinsen, varabolen 
en hyperbolen uiteraard in kegelsneden van dezelfde soort 
over. Analoog aan (11,10) geldt 


Laat C en C' beide een parabool rcsn. perbool zijn. Dan 





is er sen affiene transformatie dice C in C' overvoért,. 
Bewijs. Beschouw cefst het geval dat C en C' hyperbolen zijn. 
Noem de snijpunten. van C met Le: a en b. Neem eon C, # a, 

* b, d = snijrunt van de raaklijnen aan C in a en b, Ana- 
loog a’, h', e' en-d' bij C'. Een projectivitcit die a *a', 
bi b!, ec ce!, d » d', voert Le in zichzelf over en beeldt 
C on C' af. 
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Figuur 36a Figuur 36b 


zijn C en C° varabolen, neen dan a = raaknunt van C aan Lo 
analoog a'. De rest van het bewijs gaat dan als boven. 

D> bovenstaand: stelling is nizt gs ldig voor ellinsen,. I.h.a. 
snelen in dat geval de etgenscharren van het coördinaten= 





lichaam een rol. Hij lichten dit aan een voorbeeld toe. 

Beschouw het nrojectieve vlak over het lichaam van de ra== 

tionale getallen ©. Kies basispunten en neen voor L, de 

rechte | 1,9,0 | . Pe vergelijkingen 

E} — E} - E} = O0, affien E? + 5} = 1 (cirkel om 0 met straal 1), 
E2 — EÌ +253 = OQ, affien E? -2E% = 1 (hyperbool in IR*), | 
stellen beide een ellips voor in POTL1,0,d). 

Immers 69 = O0 impliceert in beide gevallen: Ei = 65 = 0 

(J2 is niet rationaal !). Stel or is een affiene transfor- 

matie mT die de eerste kegelsnede afbeeldt on de tweede, 


Breiden wij Q uit tot de retic getallen ‚ dan stelt de 

eerste vergelijkine een ellirs voor, de tweede een hyper= 

bool., mT laat zich on precies Gén manier voortzetten tot 

een affiene transformatie ven het reële vlai:; maar die 

zou een ellins on zen hyrerbool afbeelden ! 

De hyperbolen en parabolen vormen elk één klasse onder de werking 
van de affiene groep. De ellipsen kunnen meer klassen vormen, of 


helemaal niet voorkomen, zoals in het complexe projectieve vlak. 


erbool. De pool van L, 
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dE Ren ed 
(14,9) Zij C een ellips of hyperbool, m het middelpunt van C. IS 


(14.10) 


Kik. L4) 


(1412) 


(14.13) 


aeC, dan heeft a ® m nog een punt b #a met C gemeen; m is 
het midden van a en b. 

Bewijs. a / Le, dus a +m is geen raaklijn aan C, dus snijdt 
C in een punt b #a. Snijdt a ® m de lijn L, in d, dan 
H(a,m;b, d). Dus m is het midden van a en b. 


Definitie. Zij H een hyperbool. De raaklijnen in de punten 
van H op L„ heten de asymptoten van H. 


De asymptoten van een hyperbool gaan door het middelvunt. 


Zij C een ellips of h erbool. Eën lijn door het middelpunt 
van C heet een middellijn. Is L een middellijn, dan heet de 
poollijn L' van L N Lo de toegevoegde middellijn. 





De afbeelding die sen middellijn op zijn toegevoegde midde l= 
lijn afbeeldt is een projectieve involutie in de waaier door 


m. Bij een hyperbool zijn de as toten de vaste lijnen van 


deze involutie. 


NGE 


(14.14) Zij L een middellijn die C snijdt in a en b. De raaklijnen 


in a en b aan C zijn evenwijdig met de toegevoegde middel- 
lijn van L. 


Opgaven 
Bij de volgende constructie-opgaven is, naast het snijden van 


lijnen en het verbinden van punten, het trekken van een lijn 
door een gegeven punt, evenwijdig aan een gegeven lijn, toe= 


gestaan. 


14,1. Van een hyperbool EH zijn gegeven de twee asymptoten 
en een punt, Verder is gegeven een lijn L door dat punt. 


Construeer het tweede snijpuut van L met H. 


14,2, Van een hyrerbool zijn vijf vunten gegeven. Constru= 
eer de asymptoten, als verder cen kegelsnede Co gegeven is; 
waarvan de snijrunten met elke rechte bepaald kunnen worden. 
14.3. Van een hvverbool zijn gegeven drie punten en de 


richtingen van de asymntoten. Construeer het middelpunt. 
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14.4. Bewijs dat er in het affiene vlak over de complexe 
getallen alleen parabolen en hyperbolen bestaan. 


14.5. Segeven in het affiene vlak dric punten a, bj, bj, 
niet on één rechte. Zij ec, het midden van a en bj. 2ewijs 
dat cj + Cs // Dy; + bo. 


hat 


4.6. Gegeven twee toegevoegde middellijnen Lj en Ls van 
een ellins E, L; snijdt 2 in aj en b;. Trek de raaklijnen 
in aj en bj. Laat dic de snijvunten pn, a, r‚ s hebben, als 
in de figuur aangegeven. Bewijs: 
A) aj + ag ll a+s // b; + bo 

aj + b2 1D +r// az + be, 
B) Pp + ren a+s zijn toegevoegde middellijnen. 





14.7. Van een hyperbool zijn:gegeven de asymntoten en een 
middellijn. Construeer de toegevoegde riddellijn, 


14,8, Zij C eem ellivs of hyperbool, L en L' een paar toe= 
gevoegde middellijnen van C. Laat zien dat C scheefsymetrisch 
is t.o.v. L in de richting van L', d.w.z., is f een lijn 

die C snijdt in een vunt a Á L', 1 // L, dan snijdt f de 
kegelsnede C in een tweede punt hb en 1 0 L' ia het midden 


8 15 Het reêle vlak. Complexificatie,. 


(15.1) Definitie. Ben involutie on een rechte (kegelsnede 


waaier) heet cilintisch resp. ùvnerbolisch, als hij gee 


resn. twee vaste nunten (rechten) heeft. 








(25,2) 
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Da poolinvolutie (11.7) van een ellips resp. hyperbool op de onei- 
genlijke rechte is ellirntásc!: r:sn. hvnerbolisch. Een hyver= 
bolischs involutis n is kinealt coor zijn vasta punten p en q (9,10) 


Definitie, Zij C cen ke in een willekeurig »ro- 


jectiocf vlak. Een punt n € C 
heet buitenpunt van C als ar door » twoe raaklijnen aan 


C zijn, binnenpunt els dit nict zo is, 








Klaarblijkelijk is de eigenschan buiten= of binnenpunt 

te zijn invariant ander collineaties. Of er binnennun= 

ten bestaan, hangt van het grondlichaam af. In het complexe 
projectieve vlak PC? is ieder punt pÉC buitenvpunt van C. 
(ga na)Het mideelnart van oen ellips in een affien vlak 

is binnenrunt, dat van zen hyrerbooi buitenpunt, 





Zij mT zen involutie op een kegelsnede met centrum n, m 
is ellintisch zls » binnen C ligt, hvperbolisch als n 
buiten C ligt, 

Bewijs. Dc eventuele dubbelnunten van 1 zijn de snijpun- 





ten met C van de moollijn van »n, dus de raakpunten van 
de raaklijnen uit »; zie (13.3). 


Zij p een buitenpurt van de ke elsnede C‚ met raaklijnen P‚,Q; en 


A een rechte door r die C snijdt in twee punten. Dan geldt: een 
rechte B van de waaier r incideert met een punt van C dan en slechts 








dan als DV(P,A,Q,B) een kwadraat is van K. 
dan ars ss Aacraat iS van 


Bewijs: Laten p‚q de raakpunten van 

P,Q zijn, a = A(p+q), b = BNp+q), en 
a' een snijpunt van A met C. 

Als B een punt b' met C gemeen heeft 

is volgens (13.5) 
DVc(p‚a',q,b')F=DV(p,a,q,b)=DV(P,A,Q,B). 
Omgekeerd: als DV(P,A,Q,B) = A? is er 
Één punt b' € C waarvoor DVo(p‚a',q,b')= 





= À, en dan is r+b!' N (p+q) = b. 
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Of er door een buitenpunt rechten zijn die de kegelsnede niet 


treffen hangt van het coördinatenlichaam K af. Wij beperken ons 


nu verder tot het reële en het complexe projectieve vlak. 


Een IR-vectorruimte R kunnen we uitbreiden tot een C-vectorruimte 
R®@iR;s dit komt neer op het toelaten van complexe coördinaten t.o.v. 
een basis van R,‚ we beschouwen IR* als deel van C°. De complexe 
uitbreiding van een IR-vectorruimte onderscheidt zich van een 
willekeurige C-vectorruimte door de aanwezigheid van de complexe 
conjugatie: z = x+iy * z = x-iy, waarbij x = Re z = }(z+2) E R;, 

ge Ti x= 5(2-2) E R; in coördinaten: z = "C1,52,53' € C° neeft 
z =P Ei,C2,03 . Daarbij is Xx ER * x = Xs deze vectoren heten"reëel'. 
Is z C R®iR een C-lineaire deelruimte, dan z = {z|z € Z} ook. 

Als Z = Z noemen we ook Z "reëel"; dit is het geval als Z een 

basis van reële vectoren bezit. Let wel dat zo'n "reële" C-lineaire 
deelruimte niet-reêle vectoren bevat. 

Is X C R een IR-lineaire deelruimte, dan vatten we de complexe 
uitbreiding X®iX op als C-lineaire deelruimte van R®iR; deze is 
"peëel'", en omgekeerd: Z = 2 * Z = Z@iX. 

Een IR-lineaire afbeelding A : RS van IR-vectorruimten zetten 
we voort tot een C-lineaire afbeelding.A : R®iR >» S®iS door 

Alxtiy) = AxtiAy; de matrix op een reêle basis blijft dezelfde. 

Een willekeurige C-lineaire afbeelding B : R®iR > S®iS heeft een 
complex geconjugeerde B, gedefinieerd door BZ = BZ; is (Bij) de 
matrix van B op een reêle basis, dan (Bj) van B. Als B = B heet 

B "reëel"; dit is het geval als BR C S, dus B de voortzetting is 
van een A : R > S. Een "reële!" B voert 'reêle!" deelruimten Z over 


in "reële! deelruimten; dit geldt ook al als B = yC met C = Cs y Sla 


Het reële projectieve vlak “PIR beschouwen we als deelvlak van 

het complexe projectieve vlak PL, de complexificatie van het 
reële vlak. Een punt of rechte X E PIR? identificeren we met het 
"peële" punt of rechte X@iX E PCS, die als lineaire deelruimte de 
complexe uitbreiding van X is. 

Let wel dat zo'n reële rechte ook niet-reêle punten bevat, en dat 
door zo'n reëel punt ook niet-reële rechten gaan. De complexe 
conjugatie p > p, LL is een collineatie van PC? , geen projecti- 


viteit. 
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Een projectiviteit rA] van PIR® zetten we voort tot de projec- 
tiviteit [A] van °PC*. Een willekeurige projectiviteit mn van PC* 
heeft een complex geconjugeerde T, waarvoor T p= Tp, 7 L = TL; 
voor n= [B] is T = [B]. 

Als mT = T heet m "reëel"; dit betekent dat 1 reële punten rechten 
overvoert in reële punten en rechten, dus voortzetting is van een 
projectiviteit [A] van “PIR?. Bij een reële projectiviteit m = mT 

is er een reële lineaire transformatie A = A waarvoor 1 = [A]; ais 
ook m = [B] is volgens (7.3) of (9.2) B = AA met À € €, dus mogelijk 
B # B! Een reële projectiviteit kan ook door niet-reële lineaire 
transformaties geïnduceerd worden, die op een reële basis een 
niet-reële matrix hebben. 

Hebben de punten x,y van een reële rechte projectieve coördinaat 

E resp. n t.o.v. drie reële basispunten, dan is x=y®E= "nen 
x reëel * E reëel. De collineatie xx is niet projectief: voor 
vier punten p‚a,q;b op een rechte is DV(p‚a,q,b) = DV{p‚a,q,b). 

Op overeenkomstige wijze kunnen we een kegelsnede C van PIR? 
complex uitbreiden, met op een reële basis dezelfde vergelijking, 
door de bijbehorende polariteit ê complex voort te zetten. Deze 
"peöle" kegelsneden van PC* zijn gekenmerkt door C = C, of 8 = ô. 


Een elliptische involutie heeft, complex voortgezet, een paar 
complex geconjugeerde vaste punten. Uit een binnenpunt van een 
reële kegelsnede zijn er, na complexificatie;, twee complex 

geconjugeerde raaklijnen. We bekijken nu de situatie in (15.4) 


voor een binnenpunt. 


(15.5) Zij r een binnenpunt van de kegelsnede C in het reële projectieve 
vlak. Iedere (reële) rechte door r snijdt C in twee (reële) punten. 


Bewijs: Laten P en‚Q = P weer de raaklijnen zijn, met raakpunten 
p en q = ps de oe p®q van r is reëel. Kies een reële rechte 
A door r die C snijdt in een reëel punt a'; ook a" = A Nn (p®q) is 
reëel. Een willekeurige reële rechte B door r heeft met C ten- 
minste één complex punt b' gemeen; b = BN (p®q) is reëel. Nu is 
analoog (8.7) 

DV{p,a,q,b) = DV(qsa,psb = DV(psa,q,;b) * (ga na), 
dus [DV(p‚a,a,b)| = 1. Uit (13.5) blijkt ook [DV(p‚a',q,b')| = 1, 
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dus DValpsaf,q,b") = DV (psa! ,g,b')”!. Nu is 
DVclp,a',a,b') 5 DVcla,a,p,b ) = DVo(psa!'sa,b'), 
dus b' = b", B snijdt C reëel. 





(15.6) Zijn Tj en 14 verschillende involuties op dezelfde rechte 


mma 


(kegelsnede, in dezelfde waaier) in het reële projectieve 


vlak, en is Tj elliptisch, dan hebben mj en 13 precies &&n 
gemeenschappelijk paar toegevoegde punten, 


Bewijs. Door beide involuties on een kegelsnede C over te 
brengen krijgen wij involutics on een kegelsnede, Het 
centrum pj van mj ìigt binnen C. Is pz het centrum van 
72, dan snijdt vj @ nj de kegelsnede C in twee nunten 
a en b. a en b zijn aan elkaar toegevoegd onder beide in= 


voluties. 


Nu vullen we (14.7) aan: 


(15.7) Laten C en C' ellipsen zijn in het reële affiene vlak. Dan is er 
een reële affiene transformatie die C in C!' overvoert, 
Bewijs: Notaties als bij (14.7), waarbij nu aah sbs we 
kiezen c‚c!' reëel en dd! zijn reëel als snijpunten van de complex 
geconjugeerde raaklijnen in a,b resp. a'‚b'. Er is een complexe 
projectiviteit mT waarvoor ra s a', mb = b', re = e!, nd = d', dus 
nC = C' (zie bewijs (14.7). We willen aantonen dat deze 7 reëel 

ole gl, 


is: Ta mb e= tmbe=b' = a', net zó mb = b', en me = tm Cees 


net zo Td = d'; dus 1 = tm (8.2). 


De kegelsneden in het reële affiene vlak vormen 3 klassen onder 


de werking van de affiene groep: ellipsen, hyperbolen, parabolen. 


Opgaven. 
15.1. Veronderstel in (15.4) B * P,Q. Als B met C een punt b' 


gemeen heeft, wat is dan DVc(p‚,a';q,;b") voor het tweede snijpunt 
b', Hoe gebeurt met de DVG als we a! vervangen door het andere 


snijpunt a! van A met C? 


15.2. Laat zien dat in PQ? het punt 0 = f1,0,0] binnen de kegelsnede 
C met vergelijking Eô = El +281 = O0 ligt. Geef een rechte door 0 


aan die C niet treft. 
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In de volgende opgaven beschouwen we het reële projectieve vlak. 
15.3. Laten r‚,C,P‚,Q gegeven zijn als in (15.4), A en B beide 
willekeurige rechten door r. Bewijs: als DV(P,A,Q,B) < 0 snijdt 


van de rechten A en B één C wel, de andere niet. 


15.4. Laten p‚q punten van een kegelsnede C zijn, a,b punten van 
p+q. Bewijs: als DV(p‚a,qsb) < 0 ligt van de punten a,b één binnen 


C‚ de ander buiten. 


Van nu af wordt het reële vlak complex uitgebreid. 
15.5. Ga na dat voor complexe punten p‚q en complexe reehten L‚M 
geldt | 
i) p‚q reëel > p+q reëel; 
L‚M reëel > LMM reëel. 
ii) p #p, dan p+p reëel, door p gaat precies één reële rechte; 
L #L, dan LOL reëel, op L ligt precies één reëel punt. | 


15.6. Zij m een complexe involutie op een "peële" rechte, met 
de eigenschap: er is een punt a waarvoor ra = a. Bewijs dat 
hyperbolisch is. Laat zien dat omgekeerd iedere hyperbolische 


involutie mT zo'n punt a bezit. 


er 
15.7. Zij T een reële projectiviteit van ‘een 

reële rechte (of waaier, of kegelsnede), waarop 
een projectieve coördinaat gegeven is, die voor reële 
punten reële waarden heeft. Bewijs: 

(a) Als r de punten met coördinaten i, -i vast laat, heeft 


mn de gedaante: &£ > BEE alle projectiviteiten met deze 
eigenschap vormen een-commútatieve groep. 
(ii) Als mT de punten met coördinaten i,-i verwisselt heeft 1 


a8+B 
de gedaante 5 BE=a 
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Het aequiforme vlak. Cirkels. 


In het reële projectieve vlak PIR* kiezen we weer Lo = |1,0,0|. 
Het affiene vlak PIR°\|1,0,0| beschouwen we nu als IR? met in- 


product. Een de 
affiene rechte Lagsarraa.) ‚ a, en az niet beide = 0, hee 


in affiene coördinaten de vergelijking 
ag + a781 + “262 = 0. 
Loodrechte stand van L =[ ag, aj va] enM =[80r Bj, B2 | ‚ 
t.o.v, het inproduct in de affiene coördinaten gegeven door 
((E7,E2), (nyrna)) 5 Eini + &2n2 
betekent orthogonaliteit van hun normalen 
(Far sa27|"Bs,B2) = oarB1 + a2B2 = O. 


Het oneigenlijke ovunt van | ao, inl az] is Fo, az, = a, |- fo, 1 El, 
van Lêo, Bj, B2 | is [o, B2e = B1 =[b, dend met E = -arta,, 


n = =85!8,, dan geldt in deze projectieve coördinaat En + 1 = 0, 


LL Men = EL 
De afbeelding 5» =- £ is een involutie op Le met vast® punten 
E = ti, dus [0,1,i] en [0,1,- 1. De involutie 
is, reëel gezien, “elliptisch. D Dit leidt tot de volgen= 
de definitie. 


Definitie, Op Le van een reëel affien vlak kiezen wij een vaste 


eltiptische involutie mg ,genaamd de rechte-hoeken involutie. Twee 
rechten inhet affiene vlak waarvan de oneigenlijke punten 
toegevoegd zijn in de rechte=hoeken involutie heten lood- 

recht. To fncpceert tn Tedefe waaier An het afficne vlak 

een rgchte-hoeken involutie, Het affiene vlak tesamen met 


de involutie To noemen wij het acquiforme vlak, 


De vaste punten i1si2 van To in de complexe uitbreiding heten de 





isotrope punten; deze leggen zowel L = i,® i, als 10; en daarmee 
het aequiforme vlak vast. 


Laat het vlak gegeven zijn als PR\Lo, waarin R een 3-dimensionale 
IR-vectorruimte is. Laten pos;Pe een paar loodrechte (reële) punten 
oP Leo Zijn: TopPo=Pes ToPo-Po: Kies een (reële) basis ei s22 van Lo 


waarvoor poz=le: |, De=le2l, dan is ij zlei +Aca |, ia=le, tAez |. 


… HA PEM7 3 


In de projectieve coördinaat E van |ei+&eal op Lo wordt mo: € * 
> aE“!. Nu is a = A? < 0 omdat À #X, dus A = ip, Pp E IR. 
Neem pe2 als basisvector in plaats van ez, dan wordt A = í. Dus: 
R bezit een reële basis eo;eise2 zodat 
iy=|0,1,il, ia=|0,1,-il 

de projectieve coördinaat E = Ei'E2 op Le = |1,0,0| heeft in 
ij si2 de waarde i resp. =i, en 

To : E + -ETL, 
In het vervolg zullen we het aequiforme vlak steeds zo gecoördi- 


naliseerd veronderstellen. 
cirkels willen wij nu zo gaan definiëren dat zij beschreven 
worden coor een vergelijking van het tvoe 

el + ES + 2apiE) + 2262 + 0 = C. 
Het is duidelijk dat Cit precies de kegelsneden zijn die, 
na conmnlexiflcatie; door de nunten i,=[0, iel en ia=[0, 1,-í] 
gaan, cus die op Le als poolinvolutie 7 induceren. Dit 


leidt ons tot de volaende cefinitie. 


(16.2) Definitie. Een cirkel is een niet ontaarde reële kegel- 


snede C die L, niet raakt en die op Le, de rechte=hoeken 
involutie als voolinvolutie indueecert . Dit betekent dat 
C‚ na complexifdcatie, door de isotrope punten moet gaan, 


Andere, equivalente, definitie: Een cirkel is een reële 
ellips waarvan alle paren toegevoegde middellijnen lood=- 


recht op elkaar staan. 


Het heeft zin rechten in het affiene vlak te interpreteren 
als ontaarde cirkels (samen met Lo in het projectieve vlak), 
tet de definities (16.1) en (16.2) hebben wij loodrechte 
stand en cirkel op coördinaatvrijc wijze ingevoerd, 


Stel nu a, ben c zijn drie, niet collineairce, reëlc 
affiene nunten, C is een keselsnede door a,b,e,tt en ia. 
1e EC BEN CIEKOL P “ij zoeten ailzen nog bewijzen dat C 
een reële sogelersde iz, Laat C gegeven zijn door de 


vergelij Hing Ì : 


ZN 


ij-o “ij Ea 55 
waarin (175) ver. rict ontaarde: svanetrische matrix is 


met dette. :4) = Ò. De complex ain nn kegelsrtrede C wordt 


gegeven door de vergelijking 
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Fjen Bj Si 4 
x= Enr E1r, Ez | riet en C dan on slechts dan als 


XxX = Ent Sir 8 op C Ligt. oua C heef met C 4e vijf nunten 
a,b‚e,isen iz cemean en walt er Eerhalve mea samen, Dat 
betekent dat ex cau constante pel. is zodat 


ad Aij = P Aje voor 1,j = N,1,2. 


ite 
kale 


Normeren wij de verrelijking van C z6 dat &$n van de 
= 0 23, dan zien wij dat p = l, dus dat 
alle a, reöel zijn. Daarmee is hewezen: 


R 
he 
Li. 
Len | 
(u) 
0: 
J 
ee 
C: 
ja | 
8 


(16.3) Door Arie reïle afiisre punten gaat precies één cirkel, 


mmm earn neme me rn en eme nn en 
die ontaard js san an slechte Aan als de punten col= 





nen ve a an on en nne 


lincair zijn, Evenzo door twes _nunten, met gegeven raak= 
lijn in En Gaart CAlle NZ, 


Heer twee verschiliende nuimter a en b in hot afficne 
vla. \oea aar eon rechte L|a ce rechte Coor b looc- 
reeht on L toer deuc atbeeltins As een nrojectiviteit. 
De reetkuncisge rlaats van Cc entjrunten vaa E en TL is 


ie 


een cirkel Coor a en b, 


Figuur 38. 





Teek Caor a tea lijnen L en M, 
bi Me. Dar zEA/T, EAM, Cun het anijvunt m van a®b 
en P®a, waarin p= ù Dat en q= HO nM, ie de nool van 
For Cet. haet riddel-unt. Is omgekeerd C een cirtel coor a 
en &: zodat „@b eon mirdelliin is, dan celet voor tedere 
peC: =6p l hep. Cr dit in te zien, trekken “ij de ricdel- 
lijnen aBh en PBq, get. Pan snijden a&q en b@p elkaar op 
ce roollijin van m, d.i. on Le Cus a8q//:@p; evenzo 





(16.4) 


(16.5) 


(16.6) 


(16. 7) 
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tenten 
e®p//h@g. Is L Gc rmidfellijn // 2@p, Sen ín de tocdevoegde 
middellijn L'// b@p. Vaar Li L', is a@p Ll bp. Hiermee 
hekhen we heweven: 


niet ontaarde ectzel3 zijn de erien kegelsneden C ret de 





volgende aicenschers voor a en hb or C is a®h een riddel- 


€ 


lijn dan en slechts dan als a@&p l b@p voor elke peC, waar= 
ij a@p = de raaklijn in a als p=a, en analoog p=b. 


sen cirkel C is bepaald door zijn middelpunt en een punt 


REC. 

Bewijs. Kies y| m®x zo dat E(x‚m, y, Le N (m&x)), dan ook 
y eC, De lijn door x, l m@x, ís raaklijn aan C in x. Vol= 
gens stelling (15,4) is C door deze gegevens benaald. 


Zij mT een involutic on L, in het reöle aecuiforme vlak, 


Als mn # Tj, dan is er precies S$n vaar toegevoegde pun- 


ten onder 1, die loodrecht or elkaar staan. Idem voor 
involuties in waaiers. 
Bewijs. To is elliptisch, dus (15.6) geeft het resultaat, 


Beschouw in de waaier door het middelpunt van een ellips 
of hyperbool C de involutie van de toegevoegde middellij= 
nen. Wanneer C geen cirkel is, heeft doze involutie één 
paar toegevoegde rechten gemeen met de orthogonale invo= 
lutie. 


Definitie. Zij C een ellims of hyperbool, maar geen cir- 
kel, De toegevoegde middellijnen die loodrecht on clkaar 


staan, heten de assen van C, 


Het middelsunt van een ellirs is inwendig, dus alle 
middellijnen snijden de ellins. Is C sen hyperbool en 

zijn L en L' toegevoegde middellijnen van C,‚ dan lig= 

gen L en L' harmonisch t.o.v. de asymptoren P‚,Q van C. Neem 
een middellijn Adie C snijdt. Voer in de middellijnenwaaier 
de projectieve coördinaat in die in P,A,Q, resp. 0,1, is. 
Volgens (15.4) snijden dan de middellijnen met positieve 





(16.8). 


(16.9) 


(16,10) 


Een ellivs 
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coördinaat. Heeft L böördindat A, dan L' -) (ga na). 
Lus L snijdt'C en L' ntet of omgekeerd. In 


het bijzonder geldt dit voor de assen. 


Defirnitie.2c snijpunten van Ce assen van ezen ellins 





„(eirkel) of nyperbopl 'C met C heton de toppen van C. 


een hyperbool 





(* cirkel) heeft vier tornen, 


twee. 
Eme 





ten 39a. Figuur 39b. 





Beschouwen wij nu een akhal P met oncigenlijk punt a. 
Zij x een willekeurig oneigenlijk punt f a. Dc poollijn 

< van x wordt een middellijn genoemd. Alle middellijnen 
zijn evenwijaig : zij gaan door a. X snijdt P in een punt 
y. De raaklijn in h', gaat door x. Trekt men door ue P en 
x een lijn, dan snijdt deze de parabool in een tweede 
punt v, Het midden van u en v ligt op $. tteemt men bl a, 
dan staat de bijbehorende middellijn B loodrecht op de 
raaklijn in het snijpunt t met P. t wordt de top van P 
genoemd, B de as. 


Wij beschouwen nu weer een ellins of hyrerkosl C. Is 

a f C‚ dan hebben wij op de noollijn A van a de pool- 
involutie, waarvan de vaste punten de snijpunten met C 
zijn. Deze involutie brengen wij over on de waaier door 

a. Wij krijgen de rechte=hocken involutie als de raaklijnen 
vanuit a Goor ien Ì, gaan (ze zijn dus niet reëel). 


en kegelsnede in het acauiforme vlak. 






Een preodeeat is 





een punt waarin toegevoegde richtingen 
steeds loodrecht on clkaar staan. 





ke dn EE RN 
radi ad Ae ten td "se me nen cc orn ie OEE OT EE RENK Mt EN Vr OEE 
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Een cirkel heeft alleen het middelpunt als brandpunt. 

Js C een ellips of hyperbool, maar geen cirkel, dan 
vinden wij de reêle brandpunten als voigt: neem cen raak= 
lijn door ien de toegevoegde comn}exe raaklijn door i, 
deze twee hebben een reëel snijpunt. Er zijn dus twoe 
brandpunten, £ 1 en f2. De pool van £ 1 ® f, ligt on cen 
lijn door £j, 1 f‚ © f> ‚ en op een Jäjn door Ee if‚® £, 
dus is f, ® fj een as van C, 





Figuur 40c. Figuur 40d. 


Keren wij nu terug tot een elliss of hyperbool C Jie geen 
cirkel is. £f4 is cen binnenpunt, tus !c as fi ® f‚ snijst 
C in twee topren tj en tj . Trak le raaklijnen in ty en ta: 
T; an Ta. Sij £ een willekeurige raaklijn aan C, Sic Ti 
snij.t in nj, Ts in ns. Volgens de “uale van (11.7)(fig.40b) zijn 
f;, ® pj en f; @ Pz toegevoegd, Zus staan looârecht on ci- 
kaar. Ei ligt 2us on cen cirkel met middellijn nj © na. 

Is C een ellips, clan nemen wij voor X Sc raaklijn T3 in 
één van Ze toppcn tz £ tj, t2- Dan vinden wij fj en £, 

door Je volgende constructie : trek een cirkel met als 
middellijn het stuk van T3 tussen T, en Ty. Deze cirkel 
snijit tj ® t‚ in f, en fj. 
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Is C een hyperbool, dan nemen wij voor < ecn asymotoot. De 


constructie wordt Aan âls in figuur bOd. 
X 





Figuur U1, 





Bij een parabool liggen Ze zaken als volgt. Li Î8 En 
van de raaklijnen Soor i, ‚Ce andere is niet reëel. Oc 
toegevoegd complexe daarvan gaat Coor iz, Cus ‘eze twee 
snijden elkaar in het reöle brantrunt f. De pool van de 
miëctsllijnM door f is het oneigenlijke punt van de lijn 
door f LM, SusM is 2e as, Hij t de top, T de topraak= 
lijn. Pas 2e duale van (11.7)) toes op T, Le en een wille= 
keurige raaklijn £. Is n= T NX, dan moet dus pn ® £lX 
stean. Dit geeft een constructie voor f en omgekeerd als 
Ê bekend is, voor Ac raaklijn WE ma 


De hoek van twee rechten hangt alleen van hun richtingen, dus hun 
oneigenlijke punten af; speciaal de rechte hoek is gekenmerkt door 
harmonische ligging:van deze punten met de isotrope punten. Voor 


willekeurige hoeken leggen we een verband met de DV. 


De lijn A door ro,01] 
F9,0', die een Î Det ak Er Dada 
hoek é& met de 






t-asl 0,0,1 J 

maakt, snijdt de Pott 10411 
lijn L4,-1,0J door 
"1,0! evenwijdig 
aan de 2-as in een 
punt TiE ief 2,18 hb 
waarin S=t5 @, en 
heeft oneigeniijk a 0,1,07 
punt af D,1,5 | met FO,0T=F1,0,01  "4,07z1,1,07 


projectieve coördi- 
Figuur 42, 
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naat E. Evénzo heeft de lijn B Aöor "0,0 die een hoek v wet 
de 1-as maakt een oneigenlijk punt b met projectieve coördi- 


naat n=tg &. 
ö n niel ‚nti _ tg bei  t ti 
DV(i, „asl, ‚b) en ET . E+1 = Ee tr 4 tE Erle 
cos w-i sin ‚ cos w+i sin b en eië E ey „ Zi) 
cos =1 sin ° cos Ô+1 sin e} E et 


In bveveanstdnni ht hiermee stellen we in een willekeurig 


aequiform vlak: 


(16.11) Definitie 


In een aeqyiform vlak met isotrope punten i,, i, is de 
hoek van twee rechten A, B met oneigenlijke punten a, b 


het reële getal 


L(A,B) = Jr log DV(i, ‚a,i, ‚b). | 
Omdat Ì1= i3 en a,b reëel is [DV(is,a,ia,b)| = 1, De hier inge- 


voerde hoek is op veelvòuden van T na bepaald, dus feitelijk 
is L(A,B)E IR mod 1. Het is de geöriënteerde hoek van hele, 
niet gerichte rechten. Duidelijk is 


Al B eZ4(A,B) = Jr. 
Uit de productformule (8.6) volgt 


(16,12) _ L(A,B) + L(B,C) = L(A,C) (mod 1). 


In het aequiforme vlak beschouwen we affiene transformaties &, die 
_aequiforme begrippen, met name hoeken, behouden. In het bizonder 
moeten loodrechte oneigenlijke punten weer in loodrechte oneigen=- . 
lijke punten overgaan. Dus voor asblLos a Ll b, d.w.z. Toa = b, 
moet ba Ll bb, Toda = Hb = roa, dus de restrictie tr van ò tot Lo 


moet met To commuteren: Tom = No» 


(16.13) Definitie, Een affiene transformatie heet aequiform als 
hij op Leo een nrojectivitcit induceert dic met Ta COm= 
muteert, m.a.w. als hij loodrechte lijnen in loodrechte 


lijnen vervoert. 
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De aequiforme transformaties, ook wel gelijkvormigheden 
genoamd, vormen de acquiforme groen of geliikvormighetds- 
groep GE, {IR) C GA, (IR), 

Na complexificatic van het vlak geldt voor aequiforme 
transformaties dat zij isen iz vastlaten of verwisselen, 
In het eerste geval snreken wij van + aeguiforme (of een 
+ gelijkvormia keid), in het tweede van — aequiform 

(= gelijkvormigheid). De + gelijkvormigheéen vormen een 
rormale ondergroen GF] (IR ) 4 GF: (IR) van index 2. 


Iedere translatie Ts is + aequiform. Een willekeurige 
gequiforme vamstevmase mT is te schrijven in de vorm T=T ab 
waarin B = T_‚m een aequiforme lineaire transformatie van 
IR? is. We gaan nu alle mogelijke dergelijke B bepalen: 

(i) B + aequiform. De rechten door © = FQ,0" en de isotrope 
punten i, 7 0,1,len i,=10,1,=f1 zijn vast, dus de op deze 
rechten gelegen punten F1,i' en Fi,-i' zijn eigenvectoren 
bij eigenwaarden À resp. \, die complèx geconjugeerd moeten 
zijn omdat B = B. De "eenvoudigste veële vorm" van B is 


Re à Im À /cos ò =sin & ib 
=p = H, R, ‚ waarin À=pe” ; 
\ Im 2 Re à sin & cos & 
en wordt aangenomen op de 1-vectoren Reri,i = "1,05 
Pm ket = LOsde 


(De homcthetie H, : Xx» px is de affiene gedaante van de di- 
latetie met centrum © en as Ls Re is de vlakke draaiing om 
o bver &). 

ji B = aequiform. Dan is B'1,i' = Hr1,-i', Bri,=it = u"1,ik, 


due op deze vectoren als basis heeft B als matrix 


6 = mn Re 4 Im u cos à sin ® 
é 5 op de 1-vectoren =p = 


f Im u „Re u sin ® cos ® 
Hs 6 waarin u = set, De eigenvectoren zijn (cos Jb,sin 30) 
en "-sin jb, COS 3e bij eigenwaarden p resp. =p: (54 is de 
vlakke spiegeling waarvan de spiegel hoek Jp met de 1-as 


maakt). 
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(161183 ‘Iedere aequiforme transformatie m ís eenduidig te schrijven 
in de vorm 


nz Ta Ho Ro of n= En Ho S$ 
naargelang T + of = aequiform is. 
De aequiforme en + aequiforme goan zijn semidirect product 


(16.15) GF2 (IR) = T(IR? )HCIR? )03 (IR), 
GFÄCIR) = TORIDHOR? OA CR); 


waarin O2 (IR) en OFCR) de vlakke orthogonale resp. bolaites 


groep zijn. 


dd 


Opgaven. 


16,1. De middelloodlijn van twee punten a en b is de lijn 
door het midden van a en b, loodrecht ov a® b. Bewijs: 
als a en b on een cirkel liggen, gaat hun nnen 
door het middelpunt van die cirkel. 


1862: BERIR in het kaden vlak: L(A, B) = -L(B,A). 
46. 3, baken A, B, C‚, D vier rechten in een waaier van het aequi- 





forme vlak zijn. Bewijs: 


H(A,C,B,D) & C 1 D= L(A,C) = -L(B,C), 
m.a.w. C en D zijn de Hiaenees van A, B. 





16. u. Zij C een kegelsnede, geen cirkel, f een eeandpunt. Laat 
zien dat: 
(i) Voor een uitwendig punt p‚ met raakpunten s, s' is f+p 
een bisectrix aan f@s, f@s' (bepaal de aan f@p toegevoegde 
rechte in de waaier f en gebruik opgave 16.2). 
Zij C een ellips of hyperbool, f' het tweede brandpunt. 
(Ei) De raaklijn in s is een bisectrix van s@f, s@f' (neem 
p op de raaklijn in een top van f@f' en gebruik ii); 
concludeer: 
Een ellips reflecteert de lichtstralen uit één brandpunt 
naar het andere. 
Zij C een parabool; m het oneigenlijke punt, dan is 
(iii) de raaklijn in s een bisectrix van s&f, s@m. 





16.5, 


16.6. 


16.7. 


16.8. Het. aequiforme vlak is vastegelegd door 2 paar loodrechte 
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Zij C een cirkel, a, b punten van C, 
Geef een + aequiforme transformatie mT aan die de projectivi=- 


teit a®x * b@x (x EC) van de waaiers met toppen a, b 
induceert. 


Zij mT een + resp. — aequiforme transformatie. 
Bewijs voor elk paar rechten A;,B 
L(TA,nB) = Z(A,B) resp. -4(A,B). 





Neem een vaste rechte A, in het aequiforme vlak. Toon aan 


dat bij een + resp. = aequifdrme transformatie m voor elke rechte A 


LCA, srA) = L(A,,A) + LiAorAo), resp. 
-L(Ao sA) + Z(Ao ,7TA0). 
Bij de volgende Erpe is naast het snijden van 
rechtenen het verbinden van punten ook het trekken van een 
rechte door een gegeven punt, evenwijdig aan een gegeven 


rechte ‚ toegestaan. 


vechten. Construeer een Lijn loodrecht op een willekeurig gegeven - 


East 


lijn. (Gebruik opgave 8.3. LANs | dk 
16,9. Van een cirkel C zijn drie nunten gegeven, Constru= De, 
eer het tweede snijpunt met C van can lijn door één van 
Zie punten. i 4 


16.1C. Van een parabool zijn hef brandpunt en de top gege= 
ven. Construeer ge raaklijn evenwijdig met een gegeven 
lijn L, als verder nog twee paar Zooürechte lijnen zijn 
gegeven. 


In plaats van 2 paar loodrechte vechten is voor de volgende 
opgaven een vaste cirkel Co gegeven, waarvan de snijpunten met 


iedere rechte bepaald kan worden. 


16,11. Construeer een lijn loodrecht op een willekeurig gegeven 


lijns construeer ook het middelpunt van Co. 


16.12. Van een kegelsnede C zijn twee paar toegevoegde middellijnen. 


zegeven. Construeer de assen. 


5 
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16.13. Van een hyperbool zijn de toppen en een punt daarbuiten 
gegeven. Construeer de asymptoten. 





16,14.Gegeven een lijn L en twee punten a en b, niet op 
L. Geef aan hoe men de raakpunten met L van de cirkels 
door a en b construeert die raken aan L. Hoeveel oplos= 


singen zijn er magelijk ? 
Aanwijzing : zie opgaven 13.4 en 16.11. 


16,15, Van cen ellips zijn gegeven de brandnunten en een 

top. Construeer de andere toppen. (Aanwijzing: bekijk op de raak- 
lijn in de bekende top de afbeelding x * y als x@f, 1 y@f, of 
xOf, 1 yvOfs). 


ng 


Be Et 


me 
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817 Het euclidische vlak. Spiegelingen. 
In een affien vlak kunnen we een georiënteerde oppervlakte 
Alx‚y,z) voor een driehoek xyz invoeren door een coördi- 
natenstelsel te kiezen, en als x="E;,82's y= nasa s ze "51452 
te stellen. 


ted A 
471) ACxsysz) z 3 |E, 1, Ejls Fdlyrx,z-x) 
Ez Ma Si 
(d is de 2-vorm, waarvoor d("1,0',"0,1°) = 1, alias de 


2X2 determinant van de vectoren.) 


Zij mT een affiene transformatie. Schrijf deze als T = TB 


met B lineair. Dan is Ty-Tx = B(y=x), dus 


AATX,Tys TZ) = FA(B(y-Xx),Blz-x)) = det B dly-x,z-Xx) 
det B (x,y,z). Zoals bekend hangt det B niet af van d, dus 
niet van A, bij gelijkblijvende oorsprong o; verder kan de 
oorsprong verplaatst worden zonder A te veranderen, zodat 
det B alleen van m afhangt. We noemen dit getal ook de de- 


terminant van m: 





(17.2) Almxomyonz) = det m Alx,y,Z) 


voor alle Xx, yY, z èn voor iedere geöriënteerde oppervlakte 
functie A. 

De in (16.13) beschreven + en - aequiforme transformaties 
hebben determinant p? resp. -p2. 

In het euclidische vlak zijn twee gelijkvormige driehoeken 
congruent als ook hun oppervlakten (in absolute waarde) 


gelijk zijn. In een aequiform vlak stellen we: 
(17.3) Definitie. 


Een congruentie is een aequiforme transformatie Tm met 


|det m[ = 1; een beweging is een aequiforme transformatie T 
met det Tm = 1. 


Een beweging is dus een + aequiforme congruentie, en heet 
ook wel + congruentie; een - aequiforme congruentie heeft 
determinant -1 en heet - congruentie. Uit (16.14) concluderen 


we: 








(17.4) 


(17,5) 
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Iedere congruentie 1 is eenduidig te schrijven in de vorm 


n= T R of Wz Ta Ss 
a ® 


® 

naargelang mT + of - congruent is. 

De congruenties vormen een normale ondergroep GM2 (IR) van de 

aequiforme groep GF2 (IR); de + congruenties een normale onder-. 

groep GMZ(IR) van GM: (IR). Deze zijn weer semidirecte producten 
GM2 (IR) = T(IR?)02 (IR), 
GM, (IR) = TIR? OE (IR). 





We willen deze algebraïsche invoering van congruenties ver- 


vangen door een meetkundige. Daarvoor onderzoeken we welke 


quasiperspectiviteiten congruenties zijne 


Zij Ò een quasiperspectiviteit met as P en centrum p;, ò # I. 
Als $ affien is moet  Lo=L,, dus P=L, of plL 


(i) _ P=L, & pll: ® is translatie, + congruent 

(ii) P=ls PL: ® is dilatatie uit p;, kèes dit als oorsprong; 
dan blijkt t aequiform als b=H, of b=HR "Hp 5 hiervan 
is buiten $zid. alleen de involutie bER, (puntspiege- 
ling in p) + congruent. ": 

(iii) pl Le» P # L,: aangezien h, niet puntsgewijs vast is, 
moet, als & aequiform is, d(ijd= ij, Hli,d= i,, dus & 
involutie; wegens H(p,L, NP, ijsi,) zijn p en de 
richting van P loodrecht; kies de oorsprong op P; 
dan blijkt & een spiegeling, - congruent. 


Definitie. 


De spiegeling Sp aan de rechte P van een aequiform vlak 


is de involutorische quasiperspectiviteit met as P en als 


centrum 5 pen de toegevoegde van L, A P onder de rechte- 
hoeken involutie. 


Uit deze spiegelingen gaan we de congruenties opbouwen: 


Bij twee punten af a! is er precies één spiegeling Sp 
met Spaza!: de spiegel P moet de middelloodlijn zijn, de 
rechte loodrecht ata' door het 46° harmonische van 


Ln (ata!) ten opzichte van a,a'. 





(17.6) 


’ Lân: j ' 
slechts êéên: is b.v. va dan is Sq As Sq°P AA = 
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In het reële affiene of Beene vlak verdeelt een punt m 
op een rechte A deze in twee halve rechten A en Ac» nl. de 
deelverzamelingen waar een affiene „coördinaat, die 0 in 
m ies 0 resp.< 0 is. A, snijdt een cirkel met middelpunt m 
in Één punt a (het andere snijpunt a' van A met C behoort 


tot Ade 








Bij twee halve rechten en AS uit hetzelfde punt m is er 
precies één spiegeling. Sp a SpAsrAS: 1 LN A= a; 
Ln A'za!', wegens H(psäsls fl P ‚a!) moet p‚L, fl P het 
loodrechte paar c‚d uit de involutie met vaste punten a,a! 





zijn (16.6); van de twee spiegelingen Sp>5q met P=m®c, 


p=d en Q=m@d, a=c, waarvoor Sp AzA! en 5 AzA!', voldoet 
-1 


Sa Sp AS = Ais want be Pp Sp Sq is de involutorische 


ke met as L, en centrum m, dus de punt- 


spiegeling in m. 


Neem een halve rechte A uit een punt m. 

Uit (17.4) volgt: de congruenties m met rm=m;, nA,=As zijn 
n=l en T=S4 (neem de coördinaten zo dat m=0 en A, positieve 
1-as). | 


Zij m een willekeurige congruentie. Als nm f m is er een spie- 
geling S, met Sp m=nm; als di P A is er een spiegeling 





P 
SQ met Sa Pp As = TAS Dan is mT Sq Sp m= men 
ik Sa ® P AS = Ass dus hetzij T_ Sq Sp z Is Tm = Sq Sps 
es ed, 
hetzij T 5 Sp = Sj» n= SQ Sp 55 eventueel kunnen 


Sp of So vervallen. Iedere congruentie is dus product 
van ten hoogste 3 spiegelingen. We kunnen daarom (17.3) 
vervangen door 

Definitie. 


Een congruentie is een eindig product van spiegelingen; 
een beweging is een + aequiforme congruentie. 


Aangezien een spiegeling - aequiform is, moet een bewe- 
ging product van een even aantal, een - congruentie- 
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product van een oneven aantal spiegelingen zijn. Dat ten 
hoogste 3 spiegelingen nodig zijn, moet wel langs alge- 
braïsche weg, zoals met (17.4), afgeleid worden. We in- 


ventariseren nu alle typen congruenties: 


Een congruentie mT met twee vaste punten a,b is m=l of 
T=Sp met Pzatb (overeenstemming in de vier punten 


a, b, i,s Î, in algemene ligging). 


Zij mT = Sp Sq? P # Q. We onderscheiden 

(i) P/ Q: beide spiegelingen hebben hetzelfde centrum en 
induceren op L, dezelfde involutie, m is quasiperspecti- 
viteit met datzelfde centrum en as L ‚ dus een translatie 
in de richting loodrecht op de spiegels. 

(ii) PN Q=mA$L: # is een draaiïng om m, dat het enige 
vaste punt is. Sp en SQ commuteren , Sp SQ = SQ Sps als 

Sp * So Sp Sq = Ser dus P = SqP: B loodrecht Q; dan is 
n= Sp SQ = SQ Sp involutorisch: de puntspiegeling in m 
„Zij C een cirkel om m. Een spiegeling Sp met m|P beêldt 

C op zichzelf af; dus iedere draaiïng om m voert C in 
zichzelf over. Bij twee punten a,b van C is er precies 


één draaiïng mT om m met Taz=b: stel A=m®a, B=m®b, laat 





‘Ass B, de halve rechten van A resp. B zijn die C in a 
resp. b snijden; er ts een spiegeling Sp waarvoor Sp mem, 
Sp As B; dus Sp a = bj mT ej Sp Sh = Sn Sp is de gezochte 
draaiïng, die uniek is omdat m, a, ij» Ì, algemeen liggen. 
Een draaiing mT # I, die een rechte A door m in zichzelf 
overvoert, moet de snijpunten van A met een cirkel C om m 
verwisselen, dus de puntspiegeling T = Sp Sa zijn, waarbij 


P‚,Q een willekeurig loodrecht paar rechten door m mag zijn. 


Een reële involutie, die twee complex geconjugeerde punten 
verwisselt, is hyperbolisch (ga na). 

Een - congruentie m bezit dus twee loodrechte invariante 
richtingen p‚q op Le 

(iii) Tm bezit een vast punt m: stel P=m@p, Q=m®q; Spr is 
een draaiing om m, die P vast houdt, dus hetzij S 


q 


pr=I; 


T=Sps hetzij Spr=Sp Sq» Tm = S 





€177) 
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(iv) T bezit geen vast' punt: neem een punt m, zij T de 
translatie waarvoor Tm=rm, dan is 1 webs T=ISp, Pzm+tp 
(of hetzelfde met q); 

óntbind T=T"f" in WN eere els nm=Tm 





translaties T' langs P 
en T' Lt P, dan is 

T'Sp de spiegeling aan 
de middelloodlijn P' 
van mI'm, dus n=I'Sor» ee Tm 
product van een spie- Figuur 43, 

geling en een translatie langs de spiegel, een glijspiege- 
Ling. 


Iypen van congruenties. 


aantal ligging 

spiegelingen spiegels 
identiteit 0 en 
spiegeling 1 es 
translatie 2 evenwijdig 

verschillend’ 
draaiïng 2 niet evenwijdig 
speciaal: | 
puntspiegeling _ 2, loodrecht 
er n niet alle evenwijdig 

EELEELSERLENE, 3 niet alle door één punt. 


De begrippen cirkel en congruentie zijn in het aequiforme 
vlak gedefinieerd zonder het begrip afstand; we gaan dit 


nu - tegengesteld aan de gang bij de euclidische meetkunde - 


invoeren met behulp van de congruenties. 


Wijs een puntenpaar o,e in het aequiforme vlak aan als 
standaard om de afstand mee te ijken: |oel = 1. 

Voer op de rechte Ezote een projectieve coördinaat in die 
TR Bn L, Nn E de waarden 0, 1, © aanneemt, E… is de halve 
rechte uit o die e bevat;svoor:een punt x € ES met coördi- 
naat & is de afstand |ox| = &. Een willekeurig paar voeren 


we met een congruentie over in zo'n paar o,x. 


(17.8) 





AR 


(17.9) 


(17.10) 
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Definitie 


on mn en en en ame 


Zij a, b een paar punten, A, de halve rechte uit a die b 
bevat, mr een congruentie waarvoor maso, TAs=Es; en ‘heeft wb 
ten ten opzichte van van o, e, L, N E projectieve coördinaat E;, dan 


is dit reële getal de ak emerd van a en b 


|ab| = 
Voldoet ook de congruentie 1' # mr, dan is n' = ST; dus 
n'b = rb. 


Twee punten X,y € E met coördinaten E‚n hebben afstand 
[xy| = [nref: neem m = T_, als E <n, mT = S Ede > n. 


Voor drie collineaire punten a, b, c met b tussen a en c 
(d.w.z. a en c behoren tot verschillende halve rechten 
uit b) is |ab|+|bel = |acl. 

Twee punten paren a, b en ec, d hebben dezelfde afstand 
|ab| = |ed| als er een congruentie m is met mazc, Tbzd, 
en omgekeerd. 

Een aequiforme transformatie voert twee: puntenparen met 
gelijke afstand over in twee puntenparen met gelijke af- 
stand: is m een congruentie, mrazc, mb=d, en UD aequiform, 
dan is wep À een congruentie, en Corp Pwazve, 


Gory DD = pd. 


Een aequiforme transformatie nm, van de gedaante 
ma demen Se SES 


n= T, H 12E of T = T. HE R ; vermenigvuldigt alle af- 
Een met heeze ite. nek, p > 0. 
Immers Ts Ro 5) zijn congruenties, en x € E_ met 


coördinaat &£ gaat over in He 5 E, met coördinaat pE. 


Stelling van PYTHAGORAS 


mm a mn mn nn nn 


Zijn a, b, ec drie punten zodat a®c 1 b®c, dan is 


lac ?+|bel?= |abf? 


Er is een aequiforme n waarvoor pn 

Taza, mb=c, T(a®c)z(a®8b), die 

de halve rechte uit a die c be- 

vat overvoert in de halve rech- 

te uit a die b bevat; zij Te=d. a b 
Dan atd Ll ectd, dus d voetpunt 


van de loodlijn uit c op atb. Figuur bb, 
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Fl =H, jacf? = |abl jad. 


Evenzo is |[bef? = |ab| |db|. 

Dus |acl? + [bef? = |ab|(|ad| + |db|) = |abl?. 

Aan dit bewijs ontbreekt nog dat d tussen a en b ligt - 
hierop komen wij bij (18.5) terug. 

Nu volgt de driehoeksongelijkheid: 


de hypotenusa is groter 
dan elke rechthoekszijde, 
dus |acl>|ad| ‚| bel>| bal] 
|ac|+|be|>|ad|+|bd|>|ab|. 





Figuur 45, 


(17.11) Het aequiforme vkak is met de in (17.8) gedefinieerde 


afstand een metrische ruimte; dit heet het euclidische vlak. 


Vüllen we lo = F0,07, e = "1,0 aan met f£="0,1' zo 
dat o®e Ll oBf en |ofl = 1, dan wordt de afstand in co- 
ordinaten gegeven door de norm van de IR? met inproduct. 





In het euclidische vlak willen we ook de gewone, op veelvouden 
van 2m na bepalade hoek van twee halve rechten As» Bs uit een punt 
m invoeren. Deze meten we langs een cirkel C om m. Hiervoor ge- 


bruiken we DV van de isotrope punten en de snijpunten a,b van 





À 
> 
& 
a 
fig 
Laten e‚d.de oneigenlijke Bae 
punten van A resp. B zijn, … Figuur 46. 





pas (13,5) toe met de isotrope punten voor p‚q: 
DV (á, „a,i, „b)2 je DV (á, ‚C,i, ‚d) id gE 


waarin w‚b de georiënteerde hoeken van A resp. B met de 
positieve 1-as zijn. We stellen daarom: 
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(17.12) Definitie, 
In een aequiform vlak met isotrope punten i,,i, is de 
eZ el 
hoek van twee halve rechten As B, uit een punt m, die een 
cirkel C om m snijden in a resp. b, het reêle getal 
nn p é 
Dit hangt niet van de keuze van C af. Deze hoek is op 


veelvouden van 2m na bepaald: £(A_,B) € IR mod 21; en wegens 
(13.5) is 


(17.13) Á(A_ B) = L(A,B) (mod Tm). 


Zij 1 een aequiforme transformatie. Dan zijn TAS, TB halve 

rechten uit mm, die de cirkel TC om mm snijden in Ta resp. mb. 
1 . B 

Á(TA_ TB) Ee log DV (di sra,i, Tb) = 

als T + aequiform, dus Ti,=ìjs Fi,=ig: 

1 n n ô ! 

T log DV(mi, ‚ma,mi,,mb) = Ei log DV(í,,a,i,,b) = Á(As,B); 

als Tm - aequiform, dus Ti,=ijs Tiz zin: 


log DV(mi,,ra,Ti,,Tb) = wegens (16.2) 


log DV (ri, „rami, mb) * ze Ei log DV(i,sa,i,,b) = -&(AS B). 


Pe HJ 


Net zo voor de hoek van hele rechten. 





(17,14) Onder een + resp. ze aequiforme transformatie nT is 
L{mrA,nB) = 4(A,B) resp. -L{A,B), 
ATA TB) = 4 (A +B) resp. -AlAs,B). 


Opgaven 


Tak Zij C een parabool, p‚q punten van C‚, r het snijpunt 
van de raaklijnen in p‚q en R=p®q. 
(i) De raaklijn S / R aan C snijdt p@r en q@r in s, resp. 
s,. Toon aan dat Als‚rs,) =d A(prg). 

(Li) De oppervlakte ingesloten door de koorde pq en het 


tussen deze punten gelegen stuk van C (het parabolisch 





segment) is SA (pra). (Snijd de hoek bij r af met een 
raaklijn, dan de twee daardoor ontstane hoeken, enz. 


en ga over tot de limiet.) 
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17.2 Beschouw een driehoek abc. Laat de geöriënteerde opper=- 
vlakte geijkt zijn door Aloef)=}, waar (ode) Ll (oBf), 
loel = |ofl =1. EN PS 
(i) Bewijs de formule voor de (ongeöriënteerde) oppervlakte 
van een driehoek "} basis X hoogte!" 
lAla,b,o)| = Flabl |epl, waar p de orthogonale projectie van 
c op a®b is (voetpunt van de hoogtelijn). 
(ii) Een punt p op een bisectrix van c®@a, c@b heeft gelijke 
afstanden tot c®&a en c@b. 
(iii) Zij d.-het snijpunt van deze bisectrix met a®b, dan is 
lad| :. [bal = |ael : |bel. 


nennen 


17.3 Toon aan dat de deelverzamelingen A; Ag waarin een punt m 


van de rechte A in het reële affiene vlak A verdeelt niet 





afhangen van de projectieve coördinaat waäfmee ze gedefini- 
eerd zijn (afgezien van verwisseling van > en $). 


17.4 Bewijs in het aequiforme vlak: 


(i) £(AB) = -Á(B,A)3 
(ii) Á (AB) = Á(AsB)tT. 

17.5 Op een cirkel C met middelpunt m van het aequiforme vlak 
zijn a, b de snijpunten van de halve rechten Ass Be met C. 
Verefieer de stelling van middelpunts- en omtrekshoek: voor 


ieder punt p van C is 


L(psa,peb) = zÁ (As ,B). 





17.6 P en Q zijn evenwijdige rechten in het aequiforme vlak. 
Ga na: 
(i) voor ieder punt x is de verbindingslijn (xOS 59 xd Ps0s 
en de afstand ô = [Xx Sp Sq x| is onafhankelijk van x5 
(ii) voor iedere rechte RL P,Q hebben de snijpunten s,=P NR, 
s,= QN R de afstand |s‚s,| = 2ô; dit heet de afstand van 
de evenwijdige rechten P,Q,‚ m.a.w. het product van twee 
spiegelingen is een translatie loodrecht op de spiegels 


over het dubbele van de afstand van de spiegels. 
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17.7 (i) Bewijs dat de + aequiforme transformaties die een gegeven 
cirkel op zichzelf afbeelden, een commutatieve groep vormen, 
zonder (16.14) te gebruiken. (Aänwijzing: opgave 15.7 i). 

(ii) Leid hieruit af: zijn P‚,Q‚P',Q' rechten door één punt m, 

dan is SpSqp: Sq" = Sp: Sq! SpSq* 

(ii) Leid op overeenkomstige wijze af: zijn P‚,Q‚P',Q' evenwijdige 
rechten; dan is.ook SpSqSP:5q' = Sp:Sq'SpSq: 

(Bekijk nu wat gebeurt op een rechte loodrecht alle spiegels). 
de) Zij G de groep gevormd door alle even producten van spiege- 
lingen, met spiegels door een vast gegeven punt, hetzij eigenlijk, 


hetzij oneigenlijk. Bewijs dat G commutatief is. 











17.8 P‚,...,P, zijn rechten in het aequiforme vlak. Bewijs: 
(i) SS z= S, Sp > er is een rechte Q zodat 50 P, = P, & 


PP; Pi B 
Sq DE P, = P, (Ga na dat er steeds een rechte Q is waarvoor 


SqQP: = Pz 5 druk Sp, uit in Sp, en Sq Onderscheid twee gevallen: 
a) P, # Ps; dan P: N P3 [Pa ‚Pa 3 gebruik opgave 7, ii), 

b) P, / P3; als P, # P;, dan te herleiden tot vorig geval, lj dus 
ook P, 4 P3 „Pa 5 gebruik opgave 7, iii). Concludeer: 


als P, 4 P+: Se Sp, = ei ed => er is een translatie T zodat 


IP,=P;, TP,zP,, dus: P,,...;P, alle evenwijdig 
en afstand P,P‚, = afstand P,P,; 


als P, 4 P‚: Sp Sp, = NN “er is een draaiing R om 


m= P, MQ P, zodat RP =P,, En doet Pisa, 
alle door één punt en L{P,eP,) ACP, oP, De 


Leid hieruit af de “stelling van de 3 enen 


cs ss Q Sr is ‚ spiegeling» Pels R alle door één punt of 


alle evenwijdig. 
Toon verder aan: 
(iii) ieder product vant spiegelingen is te schrijven als 
product van 2 spiegelingen; iedere congruentie, gedefini- 
eerd in (17.6), is product van ten hoogste 3 spiegelingen. 
(Hiervoor is nu opg.15.7 i)in plaats van (17.4) gebruikt.) 


17.9 We schrijven S_ voor de puntspiegeling in p. 
(i) Bepaal de gedaante van 


S_ S S_ S 
a 


a “B Sn Sj» D? Sa "Spee constateer: 
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een product van 2 puntspiegelingen is een translatie, 

een product van 3 puntspiegelingen is een puntspiegeling. 
(ii) Onderzoek hoe de punten a,b,..…. en de rechten A‚,B,... 
moeten liggen opdat 
S 5 S5 = Sc Sq? Sa 53 = SB os S SB = SB Sg 


Sa Ss 5 Se Sa In 5 5 Sp So* a bb °bD >a 


(iii) Laten R‚R' draaiingen om m resp. m' zijn over & resp. 
ò', T een translatie; bepaal draaipunt en draaihoek van 


RR', R'R,‚ RT, TR. 


1 


17,10 Op een rechte A door een punt a kan een projectieve coördi- 
naat ingevoerd worden, die 0 is in a, zodat als de punten 
x,y van A coördinaat £ resp. n hebben [xyl = Ín-El. 
(1) Zij C een ellips of hyperbool, A‚B evenwijdige raaklijnen 
van C met raakpunten a resp. b. Zij mt: AB de projectivi- 


teit die C als kegelsnede voortbrengt (nxey © x+y raakt C). 





Dan is [ax |by| constant. 
(ii) Zij C een hyperbool, A‚,B asymptoten van C, m het 
middelpunt, mT als boven. Dan is [mxl | my | constant. 


17.11 Zij C een kegelsnede, geen cirkel, f een brandpunt, F de 
bijbehorende richtlijn (d.i. de poollijn van F). 
(i) Neem x op C, zij y de orthogonale projectie van x op F 
(het voetpunt van de loodlijn uit x op F). Bewijs: 
|Êxl/ à | xy | z= e is onafhankelijk van x; e heet de excentri- 
citeit van C. 
(zij x' een ander punt van C, z = (x+y) N F; merk op dat 
f+z een bisectrix van fts, f+s!' is en gebruik opg. 9, iii). 
C is de verzameling van alle punten, waarvoor de afstanden 
tot f en F de: verhouding € hebben. 
Voor een parabool is ez1. 
(ii) Zij nu C ellips resp. hyperbool met middelpunt m, brand- 
punten f,f', richtlijnen F‚F', halve aslengten 4,68 met 
a > B, [mff = yen afstand mF : ô. 
Laat zien dat a? = B'+y?, S= 8, Ne, - < 1 voor de ellips; 
resp. y° = a?+B?, e > 1 voor de hyperbool. 
Leid verder af 
Gii) Voor x op C is |fx|+[f'xl = 2a (+ ellips, - hyperbool) 
C is de verzameling van alle punten, waarvoor de afstanden 
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Eet £ en f' een vaste som resp. vast verschil hebben. 

(iv) Twee kegelsneden kunnen precies dan door een aequi- 
forme transformatie in elkaar overgevoerd worden, indien 
hun excentriciteiten gelijk zijn; en zijn congruent, indien 
hun aslengten overeenstemmen. 


Bij de volgende constructies is het aequiforme vlak weer vast- 
gelegd door 2 paar loodrechte rechten. Het trekken van evenwijdige 
rechten is toegestaan. 

17.12 (i) Een aequiforme transformatie, die een gegeven punt m vast 
laat, voert een gegeven rechte A door m over in een gegeven 
rechte A!. Construeer alleen met de lineaal het beeld van 
een willekeurige rechte B door m, 

(ii) Doe hetzelfde voor een + aequiforme transformatie. 


17.13 (i) Van een taequiforme afbeelding zijn bij twee punten a, b 
de beelden a'‚b' gegeven. 
Construeer het beeld van een willekeurig punt c. 
(ij) Doe hetzelfde voor een - aequiforme afbeelding. 


17.14 (i) Van een beweging zijn bij een punt a en een rechte A 


door a de beelden a',A' gegeven. 
Construeer met de lineaal het beeld van een willekeurig’ 


punt ec, en eventuele vaste punten en invariante rechten. 
(ii) Doe hetzelfde voor een glijspiegeling met dezelfde ge- 
gevens. 
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Oriëntatie van -de reële projectieve rechte. 


Een (totale) orde in een verzameling V is een relatie "L" 


tussen elementen van V met de volgende eigenschappen: 


Xx < y&y < z > Xx < z voor alle x,y,z € V (transitiviteit); 
elk tweetal x,y € V vervult precies één van de drie 

X < ys X=Y» X > y (trichotomie). 

Op een reële affiene rechte L krijgen we een orde door deze 
over te nemen van IR: voer een affiene coördinaat in op Ls, 
dat is een projectieve coördinaat die © is in het oneigen- 
lijke punt 1 van L, en stel x < ye & <n voor punten 

X,y E L met coördinaten Esn- Een andere affiene coördinaten 
die O0 resp. 1 is in de punten a,» 4, met oude coördinaat 


E‚»Ei» geeft x nieuwe coördinaat &' = DV(q,sa,sl,;x) = 


E =6 





(8,5). Een coördinatentransformatie is van de ge- 


6,760 

daante &' = aE+8, met a # 0; deze behoudt de orde als 
a > CQ, en keert de orde om als a < 0, d.w.z. vervangt 
n<'' door een nieuwe orde '"<!' waarvoor XxX < y® x > 'y. 
Een affiene rechte bezit dus 2 ordes; door één paar 


a,b waarvoor a < b is de orde "<" vastgelegd. 


Het begrip "tussen" ís voor beide ordes hetzelfde: 

(x < yay < z) V (x > y&y > zZz). 

Voor een affiene coördinaat, die E‚n‚t in resp. X,;Y,Z 

is betekent dit dat van n=-E en n-g Één positief en één 
negatief moet zijn. Hun quotiënt is een dubbelverhouding: 


Definitie. 


De deelverhouding ten opzichte van x en z van een punt y 
op de reële affiene rechte L = x@z (xsysz alle verschillend) 
is het reële getal 

DV(x,ysz) = DV(xsys zel NL) ET: 
(waarin E‚nst affiene coördinaten van x, y, z zijn). De 
betrekking: "y ligt tussen x en z' schrijft men: 


[x y zl * x,y,z collineair & DV(x,y,z) < 0. 
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(18.2) 


(18,3) 
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De deelverhouding is onafhankelijk van de affiene coördi- 
naat en invariant onder affiene transformaties (8.8); 
evenzo de "tussen!" relatie. Bekende stellingen over deel- 


verhoudingen zijn: 


Laten de punten Dasr respectievelijk op de zijden b@c, 
c®a, a®b van de driehoek a b c liggen. Dan zijn: 
(i) gep, beg, c@esconcurrent * DV(b‚ps@)DV(c,q,a)DV(azr,b)erÎ 
(CEVA); 
(ii) p‚q‚r collineair * DV(b‚p‚c)DV(c,q,a)DV(a,r,;b) = 1 
(MENELAOS) . 
Deze laten zich in geschikt gekozen affiene coördinaten 





eenvoudig narekenen. Voor "tussen!" volgt uit (ii), 


Is a be een driehoek, 
en [ bepl &{egal , dan is D 


er een punt xr waarvoor 
[arb] &{pqr] (PASCH). 





Alle punten tussen a b e P 
en b vormen het lijn- Fies hé. 
stuk <= « ab =={x|l-[axb}}. 

Een verzameling V ‘heet convex als’ 


a,bE V=> abC V 


De twee halve rechten AS en A» waarin een punt m de af- 
fiene rechte A verdeelt, zijn maximale convexe deelver- 

zamelingen van A \ {m}, equivalentieklassen van de rela- 
tie x > y® mron[xmy] * DV(x‚m,y) > 0. 

In een aequiform vkak is"tussen" ook bepaald door de af- 
stand: 


[xyz] * [xyl+|yz{ = [xzl. 


Een projectieve rechte, die in zich gesloten is als een 
cirkel kan niet zo geordend worden, dat de "tussen" re- 
latie dezelfde is als voor een willekeurige projectieve 
coördinaat. In plaats daarvan gebruiken we "scheiding" 
van paren. 
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Laten a‚b‚p;q punten van een reële projectieve rechte zijn. 
Het paar p‚q scheidt het paar a,b geschreven 


[paqb] ® DV(pagb) < 0. 


Dit is een symmetrische relatie van ongeordende paren: 
uit [pagb] volgen [qapb] ‚[apbq] ,;... net als bij harmonische 
ligging (4.7). Uit (9.9) blijkt dat harmonische paren el- 
kaar scheiden: 

__ H(p,a,q,b) > [paqb] nr En _ 
Het paar p‚q verdeelt de projectieve rechte p®@q in twee 
delen, equivalentieklassen van de relatie 
XxX“ yy non[pxqy * DV(pxqy) > 0. 
Zij C een kegelsnede in het reële projectieve vlak, p‚,q € C 
met raaklijnen P,Q, en Pr = P MN Q pool van p®q. Bekijk de 
punten x,ylp®q met poollijnen X,Y|r. Laat x buiten C liggen, 
dus X snijdt C (zulke x zijn er). Uit (15.4) volgt dat ook 
y buiten C ligt dan en slechts dan als DV(P,X,Q;Y) > 0, dus 


Figuur 47, 











is C een kegelsnede in het reële projectieve vlak, p‚q € C, 
en x,yl peq zodat [pxqyl , dan is van x,y één binnen C en één 
buiten C; de verzameling binnen unten en de verzameling 
buiten punten van p®q zijn de twee delen waarin p‚q 


deze rechte verdeelt. 


Nu vullen we het bewijs van (17.10) aan: de loodlijn c@d 
snijdt de cirkel met middellijn a@b in c en gaat door de 
pool van a®@b; de pool van ce@ed ligt op a&b en is buiten, 


nii de nad" anc traan nd nn cd 


(18.6) 


(18.7) 
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dus d is binnen ; het oneigenlijke punt (a+b)NL, is 
buiten, derhalve is DV(a,d,b,(a®b) N L) < O0, m.a.w. [adb], 
dus lap| = |ladl+lab|. 


Beschouw een involutie m op een reële projectieve rechte 
die y met y' en z met z' verwisselt (y;y',z,z' alle ver- 
schillend). Volgens (8.8) is Tx=x! @ DV(y,‚z,;y',x) = 
DV(y',z'sy,;x!), dit is de gebroken 

lineaire transformatie, die volgens (8:1) n beschrijft, 








Een vast punt x=Xx' van m moet voldoen aan 
DV(yszsy!'s;x) = DV(y'sz",ys;x) = DV(ys;Xsy'szZ!'), dus wegens (8.6) 
DV(y,‚z,y',x)?= DV(y,z,y!',x)DV(ysxsy' sz!) = DV(ysz,y!';z!') FO 


Deze vergelijking in E bezit precies dan reële oplossingen 





als DV(y,zsy'sz!') > 0; we zien hieruit: 


Een involutie mT van een reêle projectieve rechte (of ke- 
elsnede) is elliptisch (resp. hyperbolisch) als twee 





verschillende paren toegevoegde punten elkaar scheiden 


(resp. niet scheiden). 


Ter aanvulling op (15.6) bewijzen we: 





Twee hyperbolische involuties van een reële projectieve 
rechte (of kegelsnede) bezitten een gemeenschappelijk paar 





punten elkaar niet scheiden, P 
2 


toegevoegde punten dan en slechts dan als hun paren vaste 





Laten T;,,7T2 de involu- 
ties zijn, met vaste 
punten a,b resp. c‚d. 
Het gezochte paar 


X,Xx'=Tjx=Tjx ligt 





harmonisch met a,b 

en met c‚d, is dus 
het paar vaste punten 
van de involutie die 


a met b en c met d 





Figuur 48, 
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verwisselt. 


Als vervanging van de orde willen we op een reële pro- 
jectieve rechte of kegelsnede een “omloopszin!' of eyclische 
orde invoeren, zoals we die aanschouwelijk kennen op een 
cirkel. Deze wordt vastgelegd door een 3-tal punten ps 
Pj» P» Waarmee we aangeven dat van de twee wegen van p, 
naar Pp,» gevormd door de twee delen waarin het paar P, > 

P, de rechte verdeelt, die over p‚ de positieve zin heeft, 
overeenstemmend met de orde van de projectieve coördinaat 
die resp. 0O,1;e in Po Pi Pa is. Een ander 3-tal q,sd, sd, 
geeft dezelfde cyclische orde als op de delen, waarin 
PA de rechte verdeelt, de ordes van de bijbehorende 
projectieve coördinaten overeenstemmen; dit is het geval 
indien, als E,» E,» E, de coördinaten van q,,4,s4, t-0-V. 
de basispunten p,>P,sPe Zijns (E,-Eo)lE Ei) (EnTEn) S 0 
(aangenomen dat E,s E,s E * ©). We willen dit nu coördi- 
naatvrij beschrijven: 

Een cyclische verwisséling (3-kring, even permutatie) be- 
houdt de cyclische orde, een paarsverwisseling (transposi= 
tie, oneven permutatie) keert deze om. Zij nm de projecti- 
viteit met TPpj“Aj> ie {0,1,e}; we bekijken eerst drie 
eenvoudige gevallen voor de gebroken lineaire transforma- 
tie, waardoor m in een projectieve coördinaat (niet nood- 


zakelijk behorend bij de p;)- wordt gegeven: 


(i) E > a& behoudt de orde als a > 0, keert om als a < 0; 
(ii) E > E+g behoudt de orde; 
CLiE) Er ie keert de cyclische orde om (verwisselt 0 en ©). 


Iedere gebroken lineaire transformatie kan uit deze typen 


worden opgebouwd: 


+ aê-B gt fo 
Tere he Bei EE (als y f 0), resp. 


Ht 


a r+Ê = 
zB (als y=0). 


De 3-tallen bepalen dus dezelfde cyclische orde als 
aô-8y > 0, tegengestelde als aô-By < 0. T wordt geïndu- 


ceerd door een lineaire transformatie A, die in de homo- 


Mm. END ETE TEE ET ER 
Es 





(18.8) 


(18.9) 
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gene coördinaten waarvan deze projectieve coördinaat is 


afgeleid, gegeven wordt door de matrix q 1. De de- 


terminant det A = aê-@y hangt niet van de keuze van de 

coördinaat af; bij vervanging van A door een andere EEN 
neaire transformatie B, die dezelfde mT induceert, is we- 
gens (7.3) BzAA, dus det B = À° det A. 


Zij de projectiviteit T van een reële projectieve rechte 

(of kegelsnede) in een projectieve coördinaat gegeven door 
aE+8 ; : 

Em yrs » dan heet T + projectief als aô-By > 0, en 

= projectief als aô-By < 0. 


In de projectieve groep GR van de reële projectieve rechte 
R vormen de - projectiviteiten een normale ondergroep GR* 
met index 2. Een + projectiviteit T is te schrijven als 
n= [A] met det A = 1, AE SL,(IR), de speciale lineaire 
groep, kern van A > det A. Het homomorfisme GLla (IR) > 

> GR S PGLz (IR) = GL2 (IR)/H(IR? ) beeldt dus SL: (IR) af 

op GR* = SL2(IR)/In, waarin In = {I,=I} = H(IR) N Sla (IR). 
Twee 3-tallen asb,e en a'‚b'sc!' noemen we "gelijk-georiën- 
teerd" indien taza', nb=b', reze! onder éen + projectivi= 
teit 15 dit is een equivalentierelatie voor 3-tallen pun= 
ten van de reële projectieve rechte met 2 klassen. Iedere 
projectiviteit van deze rechte beeldt twee gelijk-geöriën- 
teerde 3-tallen af op twee gelijk-geöriënteerde 3-tallen, 
dus voert een klasse over in een klasse: de + projectivi= 
teiten behouden beide klassen, de - projectiviteiten ver- 
wisselen deze. 


Definitie. 


Een eyelische orde op een reële projectieve rechte is een 
klasse van gelijk-geöriënteerde 3-tallen punten; deze rechte 
voorzien van een van beide eyelische ordes heet een 
geöriënteerde projectieve rechte. 


Uit (18.6) zien we: 


Een elliptische involutie is + projectief; 


een hyperbolische involutie is - projectief. 
GE 





(18,11) 
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Breid nu een reële projectieve rechte P uit tot de com- 
plexe projectieve rechte Z. Deze kunnen we na keuze van 

een projectieve coördinaat, die reëel is op P, aan- 
schouwelijk voorstellen door het "complexe vlak", d.i. 

het euclidische vlak IR? waarin het punt Er sb het ge- 
tal 51+E5, Ì € C weergeeft, aangevuld met één oneigenlijk 
punt ©. 

De reële rechte P, die hierin zit als reële as IR U {ev}, 
verdeelt Z in twee helften Zp en Ip? die beantwoorden aan 
het boven- resp. benedenhalfvlak, gevormd door de 5 € C 
waar Im & > 0 resp. Im & < 0. Oriënteren we P passend bij 
de gebruikte projectieve coördinaat, dan ligt Zo, links en 
Zp rechts.Voor een andere projectieve coördinaat op P, 

die dezelfde cyclische orde geeft, zijn het linkerhalfvlak Zp 
en het rechterhalfvlak 2, dezelfde, zoals eenvoudig door 
narekenen blijkt; wat links resp. rechts ligt hangt alleen 
van de eyclische orde op P af‚ voor de tegengestelde 
eyelische orde zijn links en rechts verwisseld. 


Laat een reële projectiviteit mT van P op zichzelf (of op 
een andere complex uitgebreide reële rechte) gegeven zijn 


door 5 > En as B + Y > ÊS Re: Dan Îs. 


aE+8 _ aÔ-B Ô f 
Im YES = Trerstz Im & „Cals Im & # 0 is YE+ö F 0), dus? 


Een + projectiviteit van een reële rechte op zich beeldt 





(na complexe uitbreiding) elk halfvlak op zich af, een 


— projectiviteit verwisselt de halfvlakken. 





Een reële projectiviteit van een geöriënteerde projectieve 
rechte op een tweede geöriënteerde projectieve rechte, die 
de eyclische orde van de eerste overvoert in de cyclische 
orde van de tweede, beeldt het linker- resp. rechterhalf- 
vlak van de eerste af op het linker- resp. rechterhalfvlak 


van de tweede. 


De complexe affiene rechte, die overblijft als we uit Z 
het ene punt ® wegnemen, is tegelijk een euclidisch, dus een 
aequiform vlak. Laten de punten Zj ,...;Zu coördinaten 


Ersen E € hebben. 





(A8 12) 
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DV(z, +2, 123524) = Cai E2 Ts 

heeft als argument es 

Á (z,®z, ‚z, @z, )Á (z,®z, ‚2, ®z, ) 

(hierin staan z,@z, ,... voor 

de halve rechte uit 4 die z, bevat 

van het aequiforme vlak). Zi 42 

Liggen Ar op een cirkel 

van het aequiforme vlak, dan is Figuur 49, 

op grond van de bekende stelling voor de omtrekshoek 

L(z,@z,,z,®z,) = L(z,®z, ‚,2,®z,) (hoeken van hele rechten), 

dus wegens (17.13) het argument O0 of Tm, de DV is reëel; 

hetzelfde geldt als z,,...,z, op een rechte van het 


aequiforme vlak liggen. Ook het omgekeerde is waar: 


Voor vier punten Zj ,...,Zy van een complex uitgebreide reële 


projectieve rechte geldt: 

DV(z, 5,2, 52352, ) E R* z,;...5z, Op Één (reële) rechte of 
‘cirkel (is een van de punten ©, dan de overige collineair). 
eee HE ELEN 9 GEN UE GVCMISE GOLLADSSTD, 


De reêle affiene rechten, alle aangevuld met hetzelfde 

punt @, vatten we op als cirkels door @ van Z. Alle “cirkels 
van Z'zijn die deelverzamelingen van Z, die de structuur 
van een reële projectieve ‘rechte dragen, en waarvan de 
complexe uitbreiding Z is. | 

Door elk drietal punten van Z gaat precies één cirkel van Z. 
Een complexe projectiviteit (gebroken lineaire transformatie) 
voert een cirkel van Z en een cirkel van Z over (8.8); iedere 
cirkel van Z kan zo in iedere andere cirkel van Z overge- 


voerd worden. 


Van vier punten Zjs...;Z, Op één cirkel C van Z kan ook de 


dubbelverhouding op C berekend worden: 


PV EZ sad) = DV(z, sz, 5Z,52,) 


Als C niet door © gaat, brengen we C met een affiene trans- 


formatie van Z over in de cirkel om O0 met straal 1; omdat 
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»t> o heeft deze de ge- 
daante 5 > ag+B, dus is ook 
een affiene transforma- 

tie van het aequiforme 
vlak: Relat+8) = 

Re a Re C-Im a Im StRe B, 
Imla5+8) = 

Im a Re ctRe a Im S+Im 85 ú Figuur 50. 
hierbij blijven beide dubbelverhoudingen behouden. Berekenen 


DV 





in de waaier met top i door deze te snijden met de reële 


6 ; 
. ‘ tn SE, Bd ad à 
as: zZz € C gaat over In Z' = TTT dit is gebroken 


lineair, dus DV(z, 52, 523524) = DV(zj;235285Zu) = 


DV (Zj 52,523524)t 


Zij mT een elliptische involutie van P. We gaan de vaste 
punten p‚p van m opsporen in Z. Als a € P, raza', is 
DV(p‚a,psa') = -1, dus p‚psasa' liggen op een cirkel C van 
Z. De complexe conjugatie z > z is de spiegeling Sp van het 
aequiforme vlak; SpC z C‚ dus ata! is een middellijn van C. 
Uit twee zulke cirkels 

vinden we p‚p als de snij- 

punten (een van deze kun- 

nen we door @ nemen). 


Taza! a 


Figuur 51. 


Opgaven : 
Bewijs de stellingen van Ceva (18.2) (1), Menelaos (18.2) 
(ii) en Pasch (18.3) 


Ga na dat 'non [.xmy]" een equivalentierelatie is op 

A \ {m}; laat zien dat deze twee klassen bezit. 

Noem deze halve rechten An? <m’ en overeenkomstig voor 
andere punten van A; ga na dat de betrekking 
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" C 2 1" 3 4 s e 
Am An of Am An een equivalentierelatie is in 
de verzameling van alle halve rechten van A, met twee 


klassen, die beantwoorden aan de twee ordes op A. 


Bewijs dat "scheiding" een symmetrische relatie van ongeor- 
dende paren is: uit [ pagb] volgen [ qapbl ‚[pbqal ,labpal ; 
[apbaql ‚„[bpaq] , [aqbp] ‚[bgap] . 


Leid uit (18.5) af: een halve rechte uit een inwendig punt 


van een ellips snijdt deze in precies één punt. 


Laten op een reële projectieve rechte de punten q,»q, sd 
coördinaten E0»E,»E hebben ten opzichte van p‚ sP, »P* 

Ga na dat op de delen, waarin Po * As de rechte verdeelt 

de orde van de coördinaat ten opzichte van A, °A, A, Over- 
eenstemt met die ten opzichte van p,;P, »P indien 

(ELTE LN) (ETE) (EG En) < O en geef een gedaante voor de 
voorwaarde ingeval een van de Eis 

Controleer hiermee het gedrag van projectiviteiten van de 
typen (1), (ii), (iii). 


Zij een projectiviteit mT van de reële projectieve rechte 
gegeven door TPj“Ajs iE€ {0,1,e}. Verifieer met behulp van 
(18.8): zijn de q; een even resp. oneven permutatie van 


de P;» dan is m + resp. = projectief. 
Bewijs (18.10). 


Laten de 3-tallen Po Pi »P en 4osAi»H, OP een reêle projec- 
tieve rechte dezelfde cyclische ‘orde geven; laat een punt x 
projectieve coördinaat E£ resp. £' hebben ten opzichte van 
de Pp; resp. q4- Reken na dat Im &£ en Im £' tegelijk posi- 
tief zijn. (Druk £' uit in &£ en de coördinaten van de ai 


ten opzichte van de P;)- 
Bewijs > in (18.12). 


Zij m een elliptische involutie van de rechte P in het 
aequiforme vläk. Bewijs dat dit vlak twee reële punten 
P‚>P, bevat met de eigenschap: voor iedere punt a van P 


is ra het snijpunt van de cirkel door a,;P,‚…P, met P, 





18.11 


18.12 


ALG PEM73 


Een „cirkel van Z' C orienteren we met een reële projectieve 
coördinaat op C (18,12) of een 3-tal punten als in (18,9). 

i) Ga na: de georienteerde cirkel C verdeelt Z in een 
linkerkant Z >C en een rechterkant Lc? een complexe projec- 
tiviteit mT van Z voert C in een georienteerde cirkel TC van 

Z over, en de linker- resp. rechterkant van C in die van | 
nC: TZ 5 Lore? Tec = Zare” 

Twee (georienteerde) cirkels C en D raken als |C ND| = 1; 

we zeggen dat C en D „gericht raken” als bovendien de linker- 
kant van de één bevat is in die van de ander: 

Ze Cc Zp’ Vv (ZS 2 Zp) 

ii) Toon aan dat „gericht raken!" een equivalentie-relatie is 
in de verzameling van alle georienteerde cirkels door een 
gegeven punt, en dat elke klasse precies één georienteerde 
rechte (cirkel door @) bevat, 

Zij mT een projectiviteit van Z, waarvoor 10 = 0 en TP gericht 
raakt in O0 aan P (georienteerde reêle as IR). 

iii) Bepaal de gedaante van Tm; toon aan dat m elke klasse 
gericht rakende cirkels door 0 als geheel vast laat (gebruik 
de draaiing 5 ag, |lal = 1, die P in de georienteerde rechte 


van O0 naar a overvoert). 


De hoek van twee georienteerde cirkels C en D van Z in één 
van hún snijpunten is per definitie de hoek van hun gerichte 
raaklijnen. 

i) Ga na dat C en D in het andere snijpunt de tegengestelde 
hoek maken. 

ii) Bewijs dat een projectiviteit mT van Z deze hoek behoudt 
(onderzoek de typen 5 > at met |al = 1 of a > 0, T > C+B, 
Ee je 

Wegens deze eigenschap heet de cirkelmeetkunde van Z het 


conforme vlak, 
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Niet-euclidische meetkunde. 


In het euclidische vlak is er bij een punt asen een rechte L 
niet door a, precies één rechte door a evenwijdig L. Dit kan 
niet bewezen worden uit de andere grondeigenschappen van het 
vlak, zoals: door twee verschillende punten gaat precies één 
rechte, twee verschillende rechten hebben ten hoogste één 
snijpunt; de mogelijkheid hoeken en afstanden te meten. Er 
bestaan namelijk vlakke meetkunden, waarin door a meer dan één, 
of geen, rechten gaan die L niet snijden, en die toch de andere 
eigenschappen van het euclidische vlak bezitten. 

Definitie 

Het hyperbolisch vlak heeft als punten de binnenpunten van een 
(niet lege) kegelsnede C in het reêle projectieve vlak, en als 


rechten de binnen C gelegen delen van de projectiewe rechten. 





De punten Ôp en buiten C behoren 
dus niet tot het hyperbolische vlak: 
L snijdt een rechte door a en een 
buitenpunt van L hyperbolisch‘niet! 


Zijn p‚q de snijpunten van L met C, 





dan verdelen de rechten atp en a+q 


de waaier van rechten door a in 


Figuur 52. 


twee delen (beantwoordend aan de 

delen waarin p‚q de projectieve rechte L volgens (18.5) verdelen), 
waarvan één bestaat uit de rechten die L hyperbolisch wèl en de 
ander uit degene die niet snijden. De grenslijnen a®p, a®q heten 
parallel met L, de overige niet L snijdende rechten noemt men 
hyper= of ultraparallel met L. Een punt van C heet een eind; C is 
a.h.w. de einder (horizon). Een hyperbolische rechte heeft 2 
einden, een halve rechte 1 eind; hele of halve rechten zijn dus 


parallel als ze een eind gemeen hebben. 





(19,2) 


(19.3) 


en PEM73 


Voor de meting van hoeken in het hyperbolische vlak beschikken 
we niet over isotrope punten of richtingen; hun rol wordt over- 
genomen door de raakpunten van de raaklijnen uit het hoekpunt: 


Definitie 


In een hyperbolisch vlak is de hoek van twee rechten A‚,B 
L(A,B) = £ log VCH Bo Es sBs 

waarin I1,I2 de complex geconjugeerde raaklijnen uit m = A MN B 
aan C zijn; en de hoek van twee halve rechten A5» B, uit met 


einden a,b 


4 lAssB) = 7 log DV(ij,a,is,b) 


waarin ìj resp. iz, de complex geconjugeerde raakpunten van Lis 
resp. I, zijn. 


Deze hoeken bezitten dezelfde eigenschappen als de in (16,11) en 
(17.12)gedefinieerde, zoals blijkt door het projectieve vlak 
aequiform te maken door i,,i, als isotrope punten aan te wijzen 
waardoor C een cirkel met middelpunt m wordt. 

De rechten A en B zijn loodrecht, A 1 B, als DV(Ij,A,I,,B) = =1, 
d.w.z. H(Ij;A,I2,B), dus A en B toegevoegd bij de door C geindu- 
ceerde involutie in de waaier m (A en B gaan elk door de pool 


van de ‘ander),. 


Een hyperbolische coördinaat op een hyperbolische rechte L is een 


projectieve coördinaat die 0,e is in de einden p‚q van L en 
positief binnen C, Als afstand van twee hyperbolische punten x,y |L 
met coördinaten E‚n kan het verschil E-n niet dienen, omdat dit 
geen additieve eigenschap bezit. Wel heeft het quotient 

E z= DV(p‚,X,qsy) een multiplicatieve eigenschap (8.6) , Omdat eel 
en x,y niet scheiden (18.5) is DV(p;Xx,q,y) > 0 (18,4); we krijgen 
de additieve eigenschap van de afstand door de logarithme te nemen. 


Definitie 


In een hyperbolisch vlak is de afstand van twee punten x,y het 
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reële getal 
x yl = |log DV(p,x,a,y)|; 
waarin p‚q de einden van x®y zijn. 


Evident is |xy| > 0 en [xy| = 0 x= y 3 [xyl = |yx/. 
Verwisseling van p‚q vervangt de dubbelverhouding door de 


inverse en heeft dus geen invloed. De einden zijn oneindig ver, 


Een hyperbolische rechte geven we een orde door deze over te 
nemen van een hyperbolische coördinaat. Er zijn weer twee ordes 
op een rechte, met dezelfde tussen!" relatie, waarvan de eigen- 
schappen overeenstemmen met de in (18.1) ingevoerde: maken we 
het projectieve vlak affien met een oneigenlijke rechte die C 
niet snijdt (zodat C een ellips wordt), dan stemmen op iedere 
rechte de ordes voor de hyperbolische punten (en einden) overeen 


met de affiene ordes op die rechte. 


Nu gaan we de driehoeks 
ongelijkheid afleiden: 
Laten a,b,c niet=-collineaire 
punten zijn. De einden van 
a®b noemen we pi‚p2 en we 
ordenen a®b zó dat 

pi Sa <b< pz; analoog 

qa Sb Se << qe en 

ri Se Sa Srs. 

Stel d = (q1i&ri) Nl (qz@r,); 
dit punt ligt buiten C 





(toegevoegd aan het binnenpunt Figuur 53. 

e). Verder c' = (a@b)N(c®d), si=(aBb)Nqz®r,), s2=(abb)Wqi®ri). 
Om de volgorde van deze punten op a®b te bepalen maken we het 
vlak affien zó dat C een ellips wordt. Dan volgt met (18,3) in 
driehoek ec q2 r2: [qz c Db] & [c a ral * [qz si ral & [s, a bl; 
dus si ligt binnen C en pi < si <a. 

Anderzijds is net zo b < sz < pP2. 





(19,4) 


(19,5) 
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Wegens pi <a <b< pz is DV(piya,pa2;b) > 1; evenzo op b®c 

en c®a: 

[bel+|eal = log DV(qisb,q2se) + log DV(ry,esrz2,a) = 

log DV(q1sbsq2sc) DV(ri,c‚rz,a) = (perspectief uit d) 

log DV(s2,b;sisc') DV(s2;c';s7,a) = 

log DV(s2,;b;s2,a) log DV(sj,a;s2,;b) > 

log DV(pisa,p2sb) = |abl. 

De ongelijkheid is voor dubbelverhoudingen op een rechte een- 


voudig na te rekenen, 


Het hyperbolische vlak is met de in (19,3) gedefinieerde metriek 


een metrische ruimte, 


Verder is gebleken |ab| = [bef+t|eal > a,b,e collineair, dus ook 
hier geldt 
[xy zl — |xyl+lyzl = |xzl. 


Een hyperbolische gelijkvormigheid moet einden in einden, dus C 
op zichzelf afbeelden, en hoeken, dubbelverhoudingen op C, be= 
houden, dus op C een projectiviteit induceren. Anderzijds is een 
collineatie van .het hyperbolische vlak door het gedrag op C 
bepaald. 


Iedere projectiviteit van een kegelsnede van een projectief vlak 


is restrictie van precies één projectiviteit van dit vlak, 
d 


Bewijs: Zij T een projectiviteit 
van de kegelsnede CC, Laat 

raz=a!, mb=b',mrez=c! zijn (hier= 
door is m bepaald). 


Zij d het snijpunt van de raak=- 





lijnen in a en b aan c, en d! 
net zo voor a'‚b'. De door T'aza!, C° 


Figuur 54, 


he dn annen SC inie: li vo Maen onnie en Ei ie ade nt ld nand Snert he kee ed iaer hike 
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T'b=b', T'eze!, m'derd' gedefinieerde projectiviteit van het 
vlak beeldt C op TC af en induceert daarbij mT. 


Vanzelf gaan bij m' binnenpunten van C in binnenpunten over. 


Een gelijkvormigheid van het hyperbolische vlak is dus restric=- 
tie van een projectiviteit van het projectieve vlak, behoudt 
dubbelverhoudingen en dus hyperbolische afstanden, is een 
congruentie, 


Definitie 


Een + resp.- congruentie van het hyperbolische vlak is de res- 
trictie van een projectiviteit van het reêle projectieve vlak 
die C op zichzelf afbeeldt door een + resp. = projectiviteit. 


Alle hyperbolische congruenties vormen een groep, isomorf met de 
projectieve groep GR van de reële rechte R; de + congruenties zijn 
hiervan een normale ondergroep GR* met index 2. 

De congruenties die het punt m vast houden vormen in de congruentie 
groep een ondergroep (de isotopiegroep van m); die isomorf is met 
de overeenkomstige groep in het aequiforme vlak O2 (IR) (de vlakke 
orthogonale groep), zoals weer blijkt door het projectieve vlak 
aequiform te maken met ij,i2 (complex geconjugeerde raakpunten 


uit m aan C) als isotrope punten. 


Zij mT een congruentie, AS en B, halve rechten uit men ij,i2 weer 
de raakpunten uit mj evenzo jisj2 uit Tm, 

Voor de vergelijking van hoeken uit verschillende punten leggen 
we vast dat, na keuze van een cyclische orde op C, steeds ij links, 
iz rechts zal zijn (dus ook jj links, j2 rechts). 

m voert het paar ij,iz in het paar j1sj2 over; een + congruente 
behoudt de halfvlakken van de complex uitgebreide C (18.11) (C is 
op te vallen als projectieve rechte), dus mij=ji»s MTi2=j23 ÌS 


T-congruent, dan is Tij=j2s Tiz=j1i. Hieruit volgt op dezelfde wijze 
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als (17,14): 
4 (TA, TB) zt 4 (A, B) als m + congruent. 


Zij a,b hyperbolische punten, en p‚q de einder van atb, dan 
zijn Tp‚mq de einden van ma+rb., Omdat de afstand in (19,3) 
onafhankelijk van volgorde van de einden is, geldt zonder meer 


ra nb| = |abl. 


Bij twee gegeven punten m‚m' en halve rechten AAS uit resp. 
m' zijn er precies één + en één - congruentie waarvoor mm=m';, 
TAzAS : laten iisi2 resp. j1sj2 weer de raakpunten uit m resp. 
m' zijn, en a resp. a' de einden van A resp. AS ‚ definieer mT 


op C door mij=j1»s Tiz2=j2s Taza! of mij=j2s Ti2=j1is Taza! 


Een involutorische congruentie mT induceert een involutie op C; 
voortgebracht door een centrum p en as P (13.3). Is p binnen, 
dan is de involutie op C elliptisch, dus mT + congruent (18,10), 
de puntspiegeling Sp in p; is p buiten, dan is 1: = congruent, 
de spiegeling Sp met spiegel Ps 


Bij twee verschillende punten aja! zijn er één spiegeling Sp en 
één puntspiegeling Sp met Spaza'!, Spaza': laat ata! einden risrz 
hebben; er zijn p‚q op a®a' zo dat H(p,asq,a') èn H(ri;psrz2 ,q) 
(18.7), laat p binnen en q buiten zijn; P is de poollijn van q. 


Bij twee halve rechten AAS uit hetzelfde punt m is de -— 
congruentie mT waarvoor Tm=m!, TAS =AS een spiegeling: de raakpunten 


uit m worden verwisseld, dus mT is involutorisch. 


Evenals in het aequiforme vlak geldt dat iedere congruentie product 
is van ten hoogste 3 spiegelingen. De classificatie (17,7) van 
typen congruenties blijft echter niet onaangetast: er komen meer 
typen doordat voor de onderlinge ligging van twee spiegels nu 


drie situaties te onderscheiden zijn. 
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Het in (19.1) gedefinieerde hyperbolische vlak hangt niet van 

de keuze van de kegelsnede C af, omdat deze door een projectieve 

mT van het vlak in iedere andere C' kan worden overgevoerd (11.10), 
waarbij binnenpunten in binnenpunten overgaan. mT behoudt de 
afstand (19.3) en. ook de hoek (19,2) als onder mn de orientatie 


van C aan die van C' beantwoordt. 


Naast dit projectieve model is er het conforme model van het 
hyperbolische vlak, waarvan we nu de samenhang met (19,1) be= 
schrijven. Identificeer C (perspectief) met reële projectieve 
rechte met orientatie P en vul deze complex aan tot Z. Een 
hyperbolisch punt a 
(binnenpunt van C) 

geeft Één raakpunt a! in 
het linkerhalfvlak en 

van P; alle punten van 

de rechte met einden p‚q 
brengen op C een involutie 
te weeg, die p met q ver- 
wisselt, en vinden een 
plaats op de halve cirkel 
van Z met middellijn pg. 
De „rechten! van dit 

model zijn krommen. 

Het heet conform omdat de 





hoek nu euclidisch gemeten 


kan worden. Figuur 55. 


Het elliptische vlak krijgen we door in (19.1) C te vervangen door 
een kegelsnede zonder reêle punten. Alle punten van het reêle 
projectieve vlak zijn nu „binnen"; er zijn geen evenwijdige rechten. 
Afstand en hoek voeren we beter in met behulp van het schoofmodel: 
‘de „afstand" van twee elliptische punten (1-dimensionale lineaire 


deelruimten van IR° ) is hun euclidische hoek als rechten door 0 





(19,1) 


(19,2) 


CASE) 
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(in R° met inproduct); de „hoek" van twee rechten (2-dimensio- 
nale lineaire deelruimten) is hun standhoek als vlakken door 0, 
d.i. de hoek van hun normalen. Elliptische congruenties zijn de 


door draaiïngen geïnduceerde projectiviteiten. 


Opgaven 


In een hyperbolisch vlak geldt: 

i) Twee rechten hebben hetzij één punt, hetzij één loodlijn, 
hetzij Één eind gemeen (resp. snijdend, ultraparallel, 
parallel). 

ij) Twee niet-parallele halve rechten bezitten een unieke 
gemeenschappelijke parallel. 

iii) Twee loodrechte rechten snijden, 

iv) Bij een punt, resp. een halve rechte en een rechte is er een 
unieke loodlijn op de rechte door het punt resp. evenwijdig 


aan de halve rechte, 


Worden twee rechten L‚M van het hyperbolische vlak gesneden door 
een derde N, zodat Z(L‚,N) = 4(M,N), dan zijn L en M ultraparallel 
(puntspiegel aan het midden van het lijnstuk met eindpunten 

LAN en MAN), 


Een driehoek van het hyperbolische vlak heet 1-,2-, of 3-voudig 

asymptotisch als 1,2 resp. 3 paar zijden inplaats van een punt een 

eind gemeen hebben. Bewijs: 

i) Twee 3-voudig asympbtische driehoeken zijn steeds congruent. 

il) Twee 2-voudig asympbtische driehoeken zijn precies dan con- 
gruent, als hun hoek (in het ene hyperbolische punt) dezelfde 
grootte heeft. 

iii) Twee 1-voudig asymptotische driehoeken zijn precies dan con- 
gruent, als beide hoeken (in de twee hyperbolische punten van 
elke driehoek) in grootte overeenstemmen. 


iv) Zij a een punt, L een rechte met einden p‚q‚aXL en b snijpunt 


Knie dee nn et ndi an nl nn 
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van L met de loodlijn uit a op L. Dan is 
L{(atp,atb) = Z(atb,atq) (spiegel aan atb); 
dit heet de „hoek van parallelisme", deze is S àm. 


(19.4) Neem aan dat in het hyperbolische vlak een (ongeorienteerde, 
positieve) oppervlakte van driehoeken kan worden ingevoerd, met 
de eigenschap dat de oppervlakte van een vereniging van niet- 
overlappende driehoeken de som van de oppervlakten van deze is; 
en die invariant is onder congruenties. Alle 3-voudig asymp- 
totische driehoeken hebben dan dezelfde oppervlakte, stel deze 
T., Ga na: 

EJ De oppervlakte van een 2-voudig asymptotische driehoek 
met hoek T-$ is een functie O(p) van het supplement'$ van 
de hoek, waarvoor 0 <$ Sm 

ii) O(&)+O(T-b) = mT. (Vaeg twee driehoeken samen tot een 3- 
voudig asymptotische) 

Als $=0 klapt de driehoek samen, dus moet 0(0) = 0, Om) = mT. 

iii) OCG)+OCY)+OCT=-d-) = mT, waar O0 SH, 0 Sp, dtm Sr, 

iv) Old+y) = OCH)+O(W) (uit ii) en iid). 

Hieruit volgt om) = ams om) = 5 voor m‚n € INydus omdat 0 

monotoon is Ol) = &. 

v) Een hiet-asymptotische) driehoek met (positieve) hoeken 
a,8,y heeft oppervlakte 


T-(a+B+y), het angulair defect. 


Dat een oppervlakte-functie met deze 

eigenschappen werkelijk bestaat is RN 
hiermee nog niet aangetoond; dit kan 1e 
b.v. in het conforme model nagerekend LL 
worden. ì 

(19,5) Onderzoek het product SpSq van twee spiegelingen aan rechten P # Q 
van het hyperbolische vlak: Laat zien dat: 


i) als P‚,Q snijden in een punt m=P N Q is SpSQ een draaiïng om m 
(gedraagt zich als een draaiïng in een aequiform vlak), 





La) 


pn 0, 


iv) 


v) 


(19.6) Clas 
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m is het enige vaste punt,er is reëel, geen vast eind en 

als P { Q geen invariante rechte; 

SpSq = Sq°P „ P l Q, in dit geval is Sp5q = Sn de. punt= 
spiegeling in m en zijn alle rechten door m invariant; 

als P,Q een gemeenschappelijke loodlijn R bezitten (ultra- 
parallel zijn) is SpSq = SmSn Product van de twee puntspiege- 
lingen in mz PARenne=@QX0kRen heet een translatie langs 
Rs dit is de enige invariante rechte, de einden van R zijn 
beide vast, er zijn geen vaste punten; 

als P‚,Q een gemeenschappelijk eind t bezitten (parallel zijn) 
heet SPSq een parallelverplaatsing; deze heeft één vast 

eind t, geen vaste punten, geen invariante rechten. 

Leid noodzakelijke en voldoende voorwaarden af opdat 

SpSq = Sp: Sq: en bewijs hiermee de "stelling van de 3 
spiegelingen": 

SpSQSR is spiegeling ® P,Q‚R alle door één punt, of alle 
loodrecht op Één rechte, of alle parallel. 


sificeer de hyperbolische congruenties. Bekijk hiertoe hun 


gedrag op C: 


i) 


dede 


(19.7) Besc 
link 
reël 


i) 


0, 


Een -projectiviteit van een reële projectieve rechte bezit 

2 reële vaste punten, dus een -congruentie mT laat een rechte 
R vast; dan is Spr = T een translatie en mT = pt éen glij 
spiegeling of Spr = I (identíteit), mT = Sp spiegeling; 

Stel de met (17.7) overeenkomende lijst op voor de 6 typen 


en onderscheid deze tevens naar aantal vaste einden. 


houw het conforme model van het hyperbolische vlak in het 
erhalfvlak Zp van de complex uitgebreide, geörienteerde 
e projectieve rechte P. Verifieer: 

Voor twee hyperbolische punten a,b, die gerepresenteerd 

worden door a'‚b' € Zp wordt de afstand gegeven door 

|lab| = 2|log DV (p‚a',‚q,;b')| 

waarin p‚q de einden op P van de halve cirkel door a'‚b' zijn 
(gebruik (16.7) voor DV (psRe a'‚gqsRe b')); 

Voor twee halve rechten ST met einden s,t, geïdentificeerd 
met punten van P, uit een hyperbolisch punt m, gerepresenteerd 


door m! € Zop» is de hoek 





ns is do ni nn nan” tn mil dn in sl ae dn ns a nen ek ln nad ee 


iii) 
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CST) = Í log DV(m' ‚sm ,t) 

juist de hoek in m' van de bijpassend gerichte cirkels, 
waar S… en T… op liggen (gebruik opgave 18.12; transformeer 
m' > 0, m' >», dan gaan S,,T, over in rechten door 0 met 
dezelfde hoek en P in een cirkel met middelpunt 0; hierop … 
is de hoek het argument van de DV), 

Een teongruentie wordt in dit model weergegeven door de 
bijbehorende +tprojectiviteit van C,‚ overgebracht naar P 

en uitgebreid tot het bovenhalfvlak Zp: 

Zij mT een -congruentie; deze werkt als -projectiviteit op 
C‚ dus evenzo op P, en verwisselt de halfvlakken van Z. 

De bijbehorende iprojectiviteit m', gedefinieerd door T'z = 
= TZ, Stemt op P met T overeen, behoudt de halfvlakken, en 


is de weergave van mT in Zp: 


(19.8)Bewijs dat een projectiviteit van het elliptische vlak, die 


loodrechte stand van rechten behoudt, geïnduceerd wordt door 


een draaiïng van IR* met inproduct (gebruik (7.1), herleid tot het 
geval dat Meo 1, Fe,1l, Fez 1 vast zijn). Een collineatie met de- 
zelfde eigenschap krijgen we door een orthogonale transformatie 


samen te stellen met een automorfisme.van IR, dat we op elk van 


de coördinaten laten werken. Aangezien -zoals we uit opgave 9,7 


‘weten- IR geen automorfisme buiten de identiteit bezit, zijn 


alleen de projectiviteiten van: belang). 


(19,9)Inventariseer de elliptische congruenties: 


1) 


ii) 


ns | 


iv) 


Een involutorische cèngruentie is een spiegeling in een 
punt en een rechte, die orthogonaal zijn, d.w.z. pool-- 
poollijn bij de door het inproduct gegeven polariteit; 
Iedere congruentie is product van twee spiegelingen; het 
product van 2 spiegelingen is weer spiegeling als de spie- 
gels loodrecht zijn, en dan ook hun polen); 

Een product van 3 spiegelingen is precies dan weer een 
spiegeling als de spiegels concurrent en hun polen colli- 
neair zijn (het een impliceert het ander); 

Een product van 3 spiegelingen is precies dan de identiteit 
als de spiegels paarsgewijze orthogonaal zijn (en dan ook 
hun polen); de 3 punten vormen een pooldriehoek: elk punt 


is pool van de overstaande zijde. 





(20,4) 


(20,2 
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De Viakkermeetkunde is in het voorgaande ontwikkeld uit de 
lineaire algebra, met definitie (2.1) als beginpunt. Daarbij 
hebben we de grondbegrippen punt, rechte, incidentie wel een 
aanschouwelijke betekenis gegeven. De klassieke opbouw van de 
euclidische meetkunde gaat uit van deze grondbegrippen, waar- 
tussen de betrekkingen worden vastgelegd door aanschouwelijk 
evidente axioma's. In het volgende zullen we de gelijkwaardig= 
heid van beide meetkundes aantonenrdoor coördinaten in te voeren 


in een synthetisch opgezette vlakke meetkunde. 


Definitie. 


Een projectief vlak ® wordt gevormd door een verzameling punten, 
een verzameling rechten en een relatie, incidentie, tussen 

punten en rechten die de volgende axioma's vervult: 

A. Twee verschillende punten zijn incident met precies één rechte. 


L 


A* Twee verschillende rechten zijn incident met precies één punt. 
on KEES LSn0S BEONE GEL ANGLEONE HOE PEGOLER BET BANG, 


B. Elke rechte is incident met tenminste drie punten. 
C. Er zijn een rechte en een punt die niet incideren. 


Als teyoren schrijven we punten a,b,...; rechten A‚,B,... incidentie 
alA, verbindingslijn a © b, snijpunt A Nn B. De: 

termen collineair, concurrent, punt- of lijnperspectief (van 
driehoeken of -zijden), centrum, as, collineatie, (quasi)perspec- 
tiviteit, dilatatie, transvectie, projectiviteit, involutie, 
harmonische ligging, zijn ins$2-h gedefinieerd in termen van 
incidentie en houden hier dezelfde betekenis. De resultaten van 
583,4 berusten geheel op de eigenschappen A-C, met uitzondering 

van de existentie van quasiperspectiviteiten (3.7), die volgt 

uit Desargues (2.2), die algebraisch bewezen is. Deze nemen we 


op onder de axioma's. 


Definitie. 


Een deaargues'projectief vlak is een projectief vlak(20.1) waar- 
in bovendien geldt 


perspectief. 


ORE ost MS OE GM OE EN Ot OEE OT OE OE LR AE OT EN OE OTE OENE ET ENE RR EE MN Te OM EE MT TE ER OE OEE B 


(203) 


(20,4) 
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In zo'n vlak geldt alles van 81; 52 behalve (2.1) en het 

bewijs van (2.2), en zonder opgave 2.1, 2.2, 2.4, 2.55 83 zonder 
opgaven 3.4, 3.55 $4 zonder opgave 4h,3. 

A en A zijn duale uitspraken; uit B volgt het duale: ieder 

punt is incident met tenminste 3 rechten (opgave 1.4); C is 
zelfduaal; uit D volgt de duale (2.3). Dus geldt van elk ge- 
volg van A-C of A-D ook het duale. In een projectief vlak geldt 
ook het dualiteitsbeginsel (6.3) en (6.4), (6.5) met opgaven 
6.1, 6.2, 6.3. Verder is (7.2) alleen met (3.7), dus uit A-D 
bewezen. 


In het vervolg zij P een deargues'projectief vlak. 


Stelling. 


De transvecties van PP met een gegeven as L vormen een commuta- 
tieve groep. 


Bewijs: Laten b,b transvecties zijn met centra plL resp. q|L. 


Zij a f L,.Veronderstel eerst p #q. Zij a,a' | L,ata', 


a 









da = b, Wb = ec, da! = b', bb! = e!';- 
dan zijn abe en a'b'e!' puntpers- 
pectief uit een punt van L, dus 
lijnperspectief uit p ® q=L 
(Desargues); WV is weer een een 
transvectie met as Ls in dit 
geval is wb = dh evident. DB q 

Veronderstel nu p = q; dan is v$ weer een transvectie met as L 
en centrum p. Zij ®' een transvectie met as L en centrum D' sf Die 
dan is bb weer een transvectie met as L en centrum # p‚p', zodat 
vòb! = H'W = $VP', dus Pb = Òh. De overige groepseigenschappen 
zijn eenvoudig te verifieren. 


De groep van de dilataties van P® met gegeven as L en centrum c 1 L 


is precies dan commutatief (voor iedere keuze van c en bl es in P 


bovendien geldt 
E. (PAPPUS-PASCAL). - 


Liggen a, ;az,as op één rechte en * Ë 
EEE 1 


bi ‚bz >bs op één rechte, dan zijn 
UI = (az ® b3 ) n (az ® b2 ) ; uz = (az ® bi ) n 


NN (a,® b3 ) s uz = (az ® b3 ) 8} (as ® b, ) 


collineair. ai a2 a3 







Figuur 57. 
Ui 
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Bewijs: Dat deze dilataties 

een groep vormen is reeds in 
(3.8) vastgesteld. Laten ò,w x 
dilataties met as L en centrum 
e zijn. Neem punten x,y | L, 


niet collineair met c. Figuur 58. 


Pappus-Pascal voor a,= ÒX; a2= WX, az3= WX, Di = Wy», D2= dys 
b3= y zegt dat y ® Wx en dy ® dbx snijden op L, dus dux = WÒx, 
de groep is commutatief. 

Omgekeerd: als de groep commutatief is geldt Pappus-Pascal 
indien de rechten waarop ai s.….->b3 liggen door c gaan en de 
bemiddelende rechte u,® us = L wordt. Dit is te bereiken met 


een projectiviteit (7.2). 


In de algebraische opbouw hebben we (8.4) Pappus-Pascal afgeleid 
uit (8.3) de hoofdstelling, en daarmee de commutativiteit van 


het coördinatenlichaam gebruikt. 


Om coördinaten in te voeren hebben we een bij het vlak passend 
lichaam K nodig.Dit zullen we contrueren in de meetkunde als 
een '"getallenrechte!", waarop de lichaamsbewerkingen overeen- 
komstig (9.3) en (9.4) tot stand komen door geschikte quasi- 
perspectiviteiten. We gaan daartoe over op het affiene vlak, 


dat gedefinieerd wordt als in (14.1). 


Kies vier punten Po »P1 sPa2 »P3 van P in algemene ligging. Noem 
PD, = 0, P2® ps= Los beschouw het affiene vlak @& =P\ Lo, waarvan 
Leo de oneigenlijke rechte is. 

In & definiëren we een optelling 
door de parallelogramwet: X+y is 
het vierde hoekpunt van het 


parallelogram met hoekpunten 0, Xx, ys 





P1 =0 Sr 


Figuur 59, 


| 
} 
| 
| 
| 
; 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 


(20.5) 


(20.6) 


(20.7) 


(20,8) 


Wijs de affiene rechte p1® p2 aan 
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d.w.z. 6 @ x/ y ® (x+y), 0 ® y 4 x ® (x+ty); anders gezegd: 
zij Ty de eenduidig bepaalde translatie (transvectie met as 


Lo) waarvoor Ty0 z= y, dan is 
Xty = Tyx- 


yo = x+y = Tyx = TTO blijkt met (20.3): 


R is met de door (20.5) gedefinieerde optelling een additieve 
groep, isomorf met de commutatieve groep van de translaties. 
Tay = IT, = TTys 


Ee Ts Te © Toe 


Wie Tae 






Loor P2 ® 
als "getallenrechte!" K, en ei = Figuur 60. kli 


= (p1® p2) N (po+p3) als 1. 

Punten van K zallen we in hun 

rol van getallen grieks schrijven. 
Zij Dy de eenduidig bepaalde 


dilatatie met as Leo en centrum 0 K 





waarvoor Dy1 = a. De vermenigvul- p1=0 ei=1 a 
diging van een punt van @ (vector) met een getal a van K 


(scalair) definiëren we 
Xa = DX: 


Omdat nog niet vast staat dat vermenigvuldiging in K commutatief 


is, schrijven we scalairen rechts... 
Uit Dagi = aB = Dga = DeDa1 blijkt: 


K is met de door (20.7) gedefinieerde vermenigvuldiging beperkt 


tot K, een multiplicatieve groep, isomorf met de groep van de 


dilataties met gegeven, niet incident, as en centrum. 





Dag = DgDys 
Di = Is De * Dy-1: 

De distributieve wetten gelden: (x+y)a= 
(x+y)a = XA+YA. e ya aaa hea 


De dräèhoeken x y xty en xa ya (x+y)a 
zijn lijnperspectief uit Lo, dus 
puntperspectief uit 0. 
0 X Xa 


Figuur 61. 
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x(a+B) = XO+XB. 


De rechten (a+xB) ® (a+B) en ed ï 
(Ca+xB) ® (xatxB) zijn even- 
wijdig met 8 ® xB resp. a ® xa, zi kB 
dus ook met (a+8) ® x(a+B), d.w.z. 
ze vallen samen met deze. ” 
0 a B a+B 
Figuur 62. 


(20.9) K is met de door (20.5) en (20.7) gedefinieerde bewerkingen 


een (scheef) lichaam; 
R is met deze bewerkingen een (rechts)-K-vectorruimte. 










Stel verder e, = (1 ® p3) MN (pd +pa). 
Ieder affien punt x laat zich 
eenduidig ontbinden in een punt 

eiE, op 0 ® e,‚ en e7E2 op 0 ® es , 
zodat Xx = e4 51 + es Ea. 

Dus f heeft basis EA 

dimft = 2, en x heeft ten opzichte 


van deze basis coördinaten E1 »E2 « 
ez 62 





P: =0 E2 e1=1 E1=e1&1 


De affiene rechte door O0 en een punt a * O bestaat uit alle 
Da» a E K, is dus een 1-dimensionale lineaire deelruimte van 
R. De hiermee evenwijdige rechte door het punt b bestaat uit 
alle TpDga, is dus de parallelvarieteit {aatbla € K}. Zij 


a = (a, 542), b = (Bi 582), en laat x = (E1 562) = aatbd, dan is 


= MA + de dlg B 5 5 
E1 1 B, ie EE: 1 Es z B, 1 az * Ba e 
E2 = A24 + Ba Cals az * 0) 


De punten van een affiene rechte worden gegeven door 1 inhomo- 


gene lineaire vergelijking van de gedaante 


Aot A1Bi + A28 = 0. 





| 
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Zij P een desargues' projectief vlak, synthetisch gedefinieerd 
oLaSns (20.2) door de geldigheid van A-E. Bij ieder b-tal 
punten pos.--;P3 in algemene ligging van Pis er een een- 
duidig vastgelegde collineatie T :P >p? op een volgens 
(2,1) algebraisch gedefinieerd projectief vlak over een (scheef) 
lichaam K, waarbij mp, = F1,0,0 1, pa '= F0,1,01, nps = MO0,0,11, 
po = F1,1,11. Het (scheef) lichaam K is door P op isomorfie 


na bepaald; het is commutatief (een "lichaam") als ook E 


(Pappus-Pascal) geldt; het heeft karakteristiek f 2 indien 


F. (FANO). De diagonaalpunten van een vierhoek zijn niet colli- 


neair. 





Bewijs: Ga van P over op het affiene vlak @&, voer hierin coör- 
dinaten in op de boven aangegeven wijze. Neem voor mT de coördi- 
natisering & >» K?, die aan x = eiE1 + ez82 toevoegt nx = (Ei ,E2). 
Sluit & en K? projectief af tot P resp. PK* en zet mn voort tot 
collineatie P > SPK* Dan krijgen po s..-.,P3 de gewenste beelden. 
Een projectieve rechten van “PK° is een 2-dimensionale lineaire 
deelruimte, beschreven door een homogene lineaire vergelijking 
met coëfficienten links 

Agbo + ArEi + A282 = 0. . 
Is 1' : P > PK!'* een soortgelijke collineatie bij pds...>P4s 
dan is n'n”! : PKS — SPK'S een collineatie, dus K en K! iso- 
morf volgens (9.5). 
De verder uitspraken over K volgen uit (20.4) en (9.7). 


Het axioma D (Desargues) zorgt voor de associativiteit van de 
vermenivuldiging in K (in onze opbouw via de existentie van 
dilataties). Daardoor kunnen we van inhomogene overgaan op 
homogene coördinaten, en wordt P isomorf SPK. Een gevolg is dat 
we P kunnen inbedden in een n-dimensionale projectieve ruimte 
pKa+L, door K? uit te breiden tot KA*1, In een 3-dimensionale 
projectieve ruimte is de stelling van Desargues evident voor 
twee puntperspectieve driehoeken die in verschillende vlakken 
liggen; door projectie van deze ruimtelijke configuratie op 


op een vlak zien we dat D geldt voor ieder projectief vlak dat 
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aan A, A*, B voldoet en ingebed kan worden in een 3-dimensio- 


nale projectieve ruimte. 


Opmerking. 
Er zijn ook projectieve vlakken waarin D niet geldt, maar een 
zwakker axioma, b.v, de stelling van Degargues onder de be- 
perkende voorwaarde dat het centrum met de as incideert. Daaruit 
volgt alleen de existentie van translaties; affien kunnen op de 
in (20.3), (20.5), (20.6) gevolgde wijze coördinaten ingevoerd 
worden, maar in dit geval is niet te bewijzen dat K een lichaam 
is: de associatieve wet is vervangen door de zwakkere alterna- 
tieve wet. Een voorbeeld van zo'n (niet-associatief) alternatief 
lichaam vormen de octaven, die uit de quaternionen worden verkre- 
gen op dezelfde wijze als deze uit de complexe getallen. 

« 
Aangezien ieder projectief vlak “PK? aan A-D, en afhankelijk 
van K ook E‚F‚G voldoetsis hiermee bewezen dat synthetische en 
algebraische projectieve vlakken gelijkwaardig zijn. Alle 
resultaten van 851-14 gelden in beide. 
Nu willen we ook het feit, dat de coördinaten reële getallen 
zijn, meetkundig karakteriseren. Daartoe voeren we eerst de 
orde axiomatisch in. Op een affiene rechte kan die beschreven 
worden met een tussen relatie als in (18.1), drie verschillende 
punten aanwijst welk tussen de beide andere ligt. We schrijven 


deze weer [x y z] en gaan uit van de volgende eigenschappen: 


(20.11) 





| (20.12) 
: 


(20,13) 
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[x y zl > [z y xl & non [y z xl; 
[w x yl & [wy zl *[x y zl 
voor elk 3-tal x,y,z geldt één van de relaties 


[xy zl ef [y-z xl of [z x yl. 


Een orde leggen we vast door voor één paar punten a * b vast 


te stellen dat a < b; en de definiëren 


x<y®l[la bx] & [b x yl of 
[a x bl & la x yl of 
[x y bl & la y bl of 
[x yal & [y a bl. 


De ttansitiviteit en trichotomie ($18, begin) kunnen hieruit 
afgeleid wórden. Een tussenrelatie die (20.11) vervult geeft 


twee tegengestelde ordes. 


Een parallelperspectiviteit tussen twee affiene rechten is een 
perspectiviteit met oneigenlijk centrum. 


Definitie. 
Een geordend affien vlak is een affien vlak waarin geldt: 
G affien. Op iedere rechte is een tussenrelatie gegeven die 


voldoet aan (20.11); parallelperspectiviteiten behouden de 


tussenrelatie. 


Parallelperspectiviteiten voeren dus een orde in een orde over. 


Zij & een geordend affien vläk met een coördinatisering 1 : > 


> Kk? over een lichaam K, gerepresenteerd 


door een getallenrechte 0 ® 1 in @&. 


Orden K zo dat 0 < 1. Bij vaste Figuur 64a 
a Ee K zijn de optelling 
E > Eta 
en de linksvermenigvuldiging 
Em al Ô é & E+a 


producten van parallelperspectiviteiten. 
Als E <n > Eta > nta, dan » E+2a < nt2a;, 





Figuur 64b 


dus de karakteristiek van K # 2 is, 
d.w.z. als F (Fano) geldt, zodat a = 
=2(Ja)sbehoudt optelling de orde. 


0 a 1 aE € 


Bij vermenigvuldiging geldt 
E <n >al < an resp. af > an naargelang a > 0 dan wel a < 0 
(kijk naar E = 0, n = 1). 





(20.14) 


(2015 


(20,16) 


(20,17) 
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Men verifieert nu makkelijk dat alle affiene transformaties 


de tussentrelatie behouden en een orde in een orde overvoeren. 


Het coördinatenlichaam van een geordend affien vlak, waarvoor 


A-D, F‚, G affien gelden, is een geordend lichaam. 


Dit wil zeggen dat K een orde bezit waarvoor 

a >08&B>0ats > 0 & aB > 0. 
Een geordend Íichaam K heeft karakteristiek 0: 
1 <01? > 0, dus zeker is 1 > 0; daaruit volgt 2.1 = 1+1 > 0; 
en met inductie n.1 > 0 voor alle n € IN (hierin is 1 E K). We 
identificeren verder n.1 met n, waardoor de rationale getallen 
Q een deellichaam van K worden (het priemlichaam), met over- 


eenstemming van de orde. 


Een gelijkwaardige projectieve formulering krijgen we met het 
begrip scheiding van twee paren p‚q en x,y (18.4), dat we weer 
[p x q yl schrijven, met de eigenschappen 


[p xaqayl la xpyl & [xp yal & non [pa x yl; 
[p xq zl & non [p ya zl *[p xa yl; 

voor elk 4t-tal p‚x;y,z geldt Één van de relaties 
ipxyzaleflpyesxl ef [p z.x vl. 


Definitie. 


Een projectief vlak heet geordend indien geldt: 
G. Op iedere rechte is een scheidingsrelatie gegeven die 


voldoet aan (20.15); perspectiviteiten behouden scheiding. 


Op een euclididsche rechte zien we dat een willekeurig lijn- 


stuk, voldoende vaak bij zichzelf opgeteld, elk ander lijnstuk 


zal overtreffen. 


Definitie. 


Bn (ARCHIMEDES). Voor iedere translatie T en ieder paar punten 


X,y op een onder T invariante lijn x ® y is er een geheel getal 


ngodat ix py Tx]. 


Zij & een archimedisch vlak, met een coördinatisering 1 : R > r? 
over een geordend lichaam K, Voor iedere E‚n € K, is né = 
5 TE0 > n voor zekere n € Z. Neem een a € K; bij iedere 


meE INzijn er n € Z waarvoor n > ma; 





(20.18) 
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daaronder is ook een kleinste n; voor deze is n-1 < ma Sn; 

dus a Sa < me. De verzameling S(a) = {r € Q|r < a} bezit de 
eigenschappen S(a) #0, Q en s < tE Sla)” sE Sla); stel 

ola) = sup Sla) E IR, dan is S(a) = {r € Q|r < o(a)} (het 

paar verzamelingen S(a), Q\S(a) is een "snede van Dedekind). 

De afbeelding og : K >» IR is monomorf ("1-1 homomorfisme in"): 
als a <& is er een m € IN waarvoor m > (B-a)” ; Ea < B-as bij 
die n € Z waarvoor Ze <a <a is dan = < B, dus Sla) f S(B), 
ola) < o(B); verder is ola) + o(B) = o(a+B) en ola)8(B) = olaf) 
rechtstreeks te verifieren. Dus K is isomorf met een deellichaam 


van IR, derhalve ook commutatief. 


Een reëel affien vlak kan gekarakteriseerd worden als een 


archimedisch vlak met de eigenschap: 


rechte in twee niet-lege klassen zo dat geen punt van een klasse 


ligt tussen twee punten van de andere klasse, is er een punt in 
één van de klassen, dat ligt tussen elk ander punt van die klasse 


en elk punt van de andere klasse. 


Bekijk de getallenrechte K; wegens Ga is K CG IR. Neem een p € IR 
en definieer een snede in K: 

Kan * {E E KIE < p};, rn TE SG KIE > ph, 

deze voldoen aan de veronderstellingen in Gp. Er is dus een 

a € K waarvoor 5 € Kop > E Sa en & € Koo > E >a. Als a fp 
ligt tussen a an p een getal uit Q, dus uit K; dus moet a = p. 


‘Hiermee is bewezen K = IR. 


Voor de in het reële vlak bedreven meetkunde, speciaal de 

uit (15,4) afgeleide beweringen zoals (15.5) of 

(18.5) is voldoende dat in K ieder positief 

getal een kwadraat is. Meetkundig wordt dit uitgedrukt door de 
in (18,6) beschreven eigenschap: 


H. Iedere involutie van een projectieve.rechte, waarvoor twee 


verschillende paren toegevoegde punten elkaar niet scheiden, 
bezit vaste punten (is hyperbolisch). 


Definitie. 


Een "reëel!" projectief vlak is een projectief vlak waarin A-D, 
FP, 6, Ga (voor een afgeleid affien vlak), H gelden. 





Ce) 


(20.20) 
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Vanzelf is dan ook E vervuld. In zo'n vlak gelden alle resul- 
taten van 518. Axiomatische invoering van hoek en afstand 


gebeurt op de in 517 aangegeven wijze: 


Definitie. 


Een aequiform vlak is een “peëêel" affien vlak met een gegeven 


involutie zonder vaste punten (elliptisch) op de oneigenlijke 


rechte. 
Dit is (16.1). In dit vlak kunnen we hoeken meten volgens 
(16.11)en (17.13)sen afstanden volgens (17.8). Deze moeten 


echter nog geijkt worden: 


Defûnitie. 
Een euclidisch vlak is een aequiform vlak waarin door een 
puntenpaar O,e met [Oel = 1 een afstand vastgelegd is. 


Dit is (17.11); zoals daar aangetoond is dit vlak isometrisch 


met K? met inproduct (xly) = Ein1 + Eana. 





ik lea ile eet de nea on hi iT tid e: Ue aid teit OO Oe 
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Aanhangsel: 


Halflineaire algebra. 


Zij R een K-vectorruimte. Alle lineaire vormen op R, dat zijn 
de lineaire afbeeldingen R * K, vormen weer een K-vectorruimte, 
de duale R* van R. We schrijven de werking van u € R* op x € R 
als een bilineaire paring, die aan het paar Tu,x' € R* x R toe- 
voegt 

(1) < ulx > = u(x) E K. 

In deze inproduct-achtige notatie krijgen de lineariteit van u 
en de vectoroptelling en vermenigvuldiging met scalairen in R 


de vorm 
(2) < ulxty >= <ulx>+<uly >, 

< ulax >= < ulx >a;, voor alle 

x,y E R, 

(3) < utv|x >= <ulx>+Svlx >, uv SR, 

& hulk > a AS ulx >, a, EK. 
In plaats van (x|x) = 0 * x = 0 in een inproductruimte werken we 
nu met 
(4) u=0®s<ulx >= 0 voor alle x € R, 
(5) x= 0®<ulx >= 0 voor alle uE R*. 


Het eerste is de definitie van u = 0. Het laatste zien we als 

volgt: 

Neem een basis e1;...;en van R (gemakshalve eindig; dit is hier- 
voor niet nodig: iedere vectorruimte R bezit een Hamel-basis, die 
niet eindig of aftelbaar behoeft te zijn, zodat iedere xIE R op 
precies Één manier te schrijven is als eindige lineaire combinatie). 
Definieer ej € R* door 

1 als i= j 

0 als i # j. 

Voor x = ZEses is dan < eflx > = E‚. Dus uit S$ ulx > = 0 voor alle 


J J 
ueR* volgt alle E; = 0, zodat x = 0. Omgekeerd triviaal. 


(6) < eiles > s 


Een x € R verschaft ons een lineaire vorm 2 € R**, de lineaire 


afbeelding R* > K gedefinieerd door 
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(7) % 1: u <ulx > voor uE R*. 


De afbeelding x * % van R in R** is volgens (2) lineair, en 
injectief omdat uit (5) blijkt: 
R= 0 <ulx >= 0 voor alle uE R* > x= 0. 


We kunnen daarom R beschouwen als lineaire deelruimte van R**, 


Veronderstel nu dim R=nS<e, en eys...;@en een basis van R. 

Dan vormen de in (6) ingevoerde ef ,‚...,en de "gecorrelleerde!" 

basis van R*: voor een willekeurige u & R* is 

< ES ZE.e:s >= 2 S Es: ss & SS > S eilx> 
ulx ulZEse3 ] ule; > 3 ] ue; ei lx 3 


J 


dus de ej breiden R voort. 


(8) u= 5 < ule; > et. 


td 
1 


0 volgt dat alle A; = < Ehsetle; > = 0, dus de e 
J zit J 


Uit Aise? 
3 21 

zijn onafhankelijk. 

Hieruit volgt dat ook dim R*= n, en daaruit weer dat dim R** = n, 


zodat we R** met R kunnen identificeren. 


Ce dim R=nsS<edimR* = n;, 
| ‚R**z R. 


Er heerst nu volledige symmetrie tussen R en R*, die elkaars 


duale zijn. De duale bases e{;...;en en ef;.…..sen zijn elkaars 
gecorrelleerde. 
In R voeren we coördinaten in ten opzichte van de basis ei >. sen 


door de lineaire bijectie R> KP, die e; op de i® 1-vector 
V0,...,0,1,0,...,01 (1 op plaats i, andere 0) afbeeldt; we 


schrijven x in KÌ ook als "kolomvector" (n Xx 1-matrix) 


E1 
€10} XxX = Eese; Ld TE, dada = é e KR, 
J E 
n 
De werking van u= Aje} Ee R* op x wordt dan verkregen door 
matrixvermenigvuldiging met de "rijveector!" (1 X n-matrix) 


hera: 5: 


kel. mln Pe € ke > ne s CheesÂnd 
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Het ligt nu voor de hand in R* de coördinaten te schrijven als 


rijveetor: 


Bl hr sosisk s CArsashnd S TK. 


€42 u = Zhjet 


1 


n 


Als onderscheid schrijven we L...l in PK = ne 


De spiegelbeeld-symmetrie tussen R en R*, WP en AK komt ook in 
schrijfwijze tot uiting als we de scalairen aan tegengestelde 
kanten van de vectoren schrijven: in R* en AK links, in Ren Kf 
rechts. De met (8) symmetrische formule wordt dan 


3 ‘ze Se. Setlx >. 
C48) x ae ej lx 


Opmerking 1. 

In het geval van een niet-commutatief lichaam K is dit onderscheid 
tussen de rechts-K-vectorruimten R en KÌ en links-K-vectorruimten 
R* en PK ook hoodzakelijk. Als K commutatief is zijn KP en PK 
isomorf, maar de isomorfie tussen R en R* die tot stand kómt door 


ez “+ ef hangt van de keuze van de basis af, in tegenstelling tot 


de identificatie van R met R*, die canoniek is. 


Opmerking 2. 
Bij een oneindig-dimensionale K-vectorruimte R is R** wezenlijk 


groter dan R. Neem voor R de oneindige rijen x = Er alesnaat 


met bijna alle &; = 0, d.w.z. slechts een eindig aantal 6; # 053 
deze heeft een aftelbare basis ej ;e2 ,... bestaande uit de 1-vectoren. 


rs FO,..,0,1,0,... | (1 op plaats i, andere 0). Nu bestaat R* 


uit alle oneindige rijen u = LÀ1 ,À2;.,-J (zonder beperking, A; * 
= < ulej >), zodat de et LOsseesdstaOvaande Â 5 Ludpenn NEF 
voldoende zijn om R* voort te brengen. Een x € R levert een 
2E R'* waarvoor Z(ej) = S ei |x > z E; = 0 voor bijna alle ef, 
terwijl voor een willekeurige z € R** de waarden op een basis 


van R* willekeurig voorgeschreven mogen worden. 


De "annihilator" van een lineaire deelruimte X CR resp. U C R* 


is de lineaire deelruimte 
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(14) Xx = {ue R*| < ulx > = 0 voor alle x € X} C R*, 
ui = {xER | < ulx > = 0 voor alle u € U} CR. 
In deze schrijfwijze luidt (4): RÉ = Oen (5): R** z 0, 


Duidelijk te rct, revert art, 


Laat ei;...;en een eindige basis van R zijn, die een basis 
es ;--->@p Van X bevat. Dan is e541°: ">en een basis van xE, 
dus dim Xt = n-p; en dan weer dim X = PD. 
(15) dimR=n<e=dimX+ dim Xt = n, 


xil =- x, 
xcyext > vt. 


Hieruit volgen verdere orthoplement-achtige eigenschappen: 


xt n yi, 
xt + vl, 


(16) Xx + 
an wt 


Het bewijs van het bovenstaande wordt aan de lezer overgelaten. 


Zij A : RS een lineaire afbeelding van K-vectorruimten R‚S. 
Een lineaire vorm v : S > K wordt door samenstellen met A een 
lineaire vorm voA : R > K. Zo krijgen we een lineaire afbeelding 
A* : S*> R* van de duale ruimten (in tegengestelde richting), de 


"getransponeerde" of "duale" van A: 


Et A*v = voA voor v E S*, d.w.z. 
S A*tv|x > = $ vlAx > voor alle x E R. 


id be A B En WE, n 
Bj eemtpeettie Rr Se Tan pb RR" geldt 
(18) A*oB* = (BoA)*. 
Speciaal als A een ‘inverse A" bezit volgt uit 
A*o(AT!)* = (ATloA)* = Ih = Ipe (identiteit van R*) , en 


(ATL )*oA* = (A0AT!)* = IS = Ige) dat 


(19) ta GL SATIE, 


EENES OA EE EN OO A OE ER A ORT VAN ETE OE Oe RO OEL ERE kri Bd an seb ei if Pram val nt dn 
OO EE WE VRON er STE „ERR Pr ET OR ie PE MEt ii a 525" ke 
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Voor eindig-dimensionate ruimten, waar R = RIE an Ba SEE, 
blijkt uit de symmetrie in (17), dat A en A elkaars duale zijn. 


(20) dim R=nsS<eA** = A, 
Laat A op basis ei ;.«.;en van Ren fypsvestjp van S de m x n=-matrix 
Cass) hebben; d.w.z. Aes = Ro E S met coördinaten de je 


OLO le à NK . Vo L e = < . . > = 
* 


=S A*£, le; >, dus volgens (8) wordt A*f; = p) a;ze5 E R , met 


1 
.…. . „ee . . 
coördinaten de ii” P1ij LAsgerr sind van dezelfde matrix Cas): 
Voor x = Ervan Ve raveeslijs DiijkE uit 
Ë1 
e . OC A+ 
(21) < vlAx > = CEREEVACEER, . z= $ Â vlx > 


En 
dat A*v in coördinaten als rijvector verkregen wordt door de 


m Xx n=matrix Ca; 5) van rechts op Cure -U) € AK te laten werken. 


Schrijven we (als K commutatief is) ook KP* met kolomvectoren, 
dan krijgt A* de gespiegelde n Xx m-matrix (ass) met a 5 in de 
je rij en i® kolom, die gewoon van links op de kolomvector werkt: 
)t 


22) A= Cass) » A* = Cas 5 


Opmerking 3. 


Het ware wijzer lineaire afbeeldingen tussen links-vectorruimten 
rechts van de vectoren te schrijven, zodat scalairen en afbeel- 
dingen aan verschillende kanten staan. Dit hetstelt de spiegel- 
beeld-symmetrie in de formules: 
links " rechts 
ACVA*) = Av)A* Alxa) = (Ax)a 
< vA*|x > = < x|[Ax > 
R*4_____—_ Tt : B*A* BA : R en T 
ADS see 5e B*A* = (BA)* Ess 

Nig OK 8 Ca;j) = AT A= lay) : FK 
Beschouw een K-vectorruimte R en een L-vectorruimte S over ver- 
schillende lichamen K‚L. Een lineaire afbeelding tussen R en 5 
is niet mogelijk. We moeten ook een afbeelding tussen K en L 


inschakelen. 
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Een isomorfisme o : K > L is een bijectie, waarvoor 


(28) o(A+u) OA) + ou) 
JAH) = O(A)O (u) 


voor alle À,u € K, 


dus go is zowel isomorfisme van de optelgroepen Kt > Lt ale van 


de vermenigvuldigingsgroepen K* > L“; derhalve is 0o(0) = 0, 
O(-A) = -0(A), 01) = 1, O(ATE) = 0(A)T! voor À # 0, en 0”! weer 
isomorf. 


Als K = L is og een automorfisme; het bekendste voorbeeld is het 
involutorisch automorfisme CP T = Re t- i Im 5 van C (complexe 


conjugatie). 
Een afbeelding A : R*S heet q-} lineair als 


(24) Alxty) = Ax + Ay 
A(Ax) = o(A)Ax 


voor alle x,y E R‚ A € K, 


waarin o : K > L isomorf is. (Als K = L en o = Ig is A lineair). 
Voor de optelgroepen is A : R* > s* homomorf. Evenals bij lineaire 
afbeeldingen geldt: 

Het Beeld AX C S van een lineaire deetudnte X CR, en het inverse 
beeld TÁv C R van een lineaire deelruimte Y G'S zijn lineaire deel- 
ruimten. 

Speciaal is Ker A 5. AO C R een lineaire deelruimte, en A injectief * 


Ker A = 9, 


Zij weer ej ,...sen een basis van Rn Bate fm van S, en Aes = 
mn 
= > azzfie Cas E L), dan heeft x = 5 ses (E3 E K), als beeld 
i=1 j=1 
n î 5 m n m n 
A( X 5se:) = Er olë; )Ae. = FE (XE az+0lEsIE; a Vel ZE Berbatfrs 
ge STN 121 J zaage B OD À zer jer HOE 
waarin B; = Cay): 


We zien dat A in coördinaten zich laat ontbinden in 


(n) Cass) 
(25) Cai) 0 Se, 2 Kn As Ee ape ken 7 SEN den 
waarin eerst het isomorfisme go op elke coördinaat werkt: 

dd Pe = bli dasansd lb) 5 en zo 0-3 lineair Kr in En 
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overvoert, gevolgd door de lineaire afbeelding met m x n-matrix 


Ca; 3) : LP > LE. We kunnen ook ontbinden 

(B) (m) 
(265) 5 Cm) o (or! Ca; jd) : Kn Kr 0 an Le. 
Omdat de coördinaatsgewijs werkende o bijectief is, geldt: 


(27) A bijectief ® Ca, s) inverteerbaar. 


De inverse A“'krijgt in coördinaten de voorstellingen 


-_i 


(a...) —i: (n) 
(28) oM) o (a; Een NS IN B xr, 
| | 1 (m) (844)! 
(07! Casto je OT gr en, 


1 


ZijnA: RS en B: ST resp. o- en 1-3 lineair voor og : K * L 
en tT : L > M, dan is BoA : R * T uiteraard Too-} lineair voor 


1_} lineair. 


too : K > M. Speciaal AT! is 0” 
De } lineaire transformaties van een K-vectorruimte R vormen een 
groep TL(R). Bij elke A € TL(R) hoort een automorfisme o van K; 

deze vormen de automorfismengroep Aut K. De toevoeging A > o is 


een homomorfisme TL(R) > Aut K met kern GL(R) (de algemene 


lineaire groep, bestaande uit alle lineaire transformaties van R). 


Uit een o-} lineaire A : R*S en een lineaire vorm v : S * L 


1 


krijgen we door ook nog met og” samen te stellen weer een lineaire 


vorm o7* o vo A: R*K. De duale A* : S* > R* is nu o7*-} 
lineair: 
(29) A*v = o7t o v o A voor v E S*, m.a.w. 


< A*vlx >= o71(S vlAx >) € K voor alle x € R. 


Hieruit blijkt < A*(Av)[x > = oT1(S AvlAx >) = 0 1(AS vlAx >) 
z 071 (ADo(S v[Ax >) = 0TEOIS Atv|x >= So ODAtv|x >, dus 
A*(Av) = oT1ODA*v. | 

Bij compositie B o A als boven wordt voor wE T* nu 

(Bo A)*w = (to o)E oo wo (BoA) zo! o (to wo B)o A 
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z= ot o B*w eo A= A*(B*w), dus weer 
A* o B* = (Bo A)*, 
(egt = GATE JE, 


De duale A** : R** > S** van A* : S* > R* wordt gegeven door 
Atze goe ze A* voorz Ee R'*, of 
< ulA**z >= o{<A*ulz >) € L voor alle u€ S*. 


Voor eindig-dimensionale R = R** en S = S** is dit aequivalent 


met (25), dus weer A** z= A. 


De 0-} lineaire afbeelding om) : KP > LP neeft duale 


—-i (n) r — „ -_ = 
Eat an veateel Ersencalig =S Zo t(UDE; = 0 LEE) 5 


gis aseesiteale SWE enal > voor La sees HJ 5 Ar, 
PE sees sEn. Ss XE, 


Bij een door (25) in coördinaten gegeven A : R*S krijgt 
A* : S* > R* de voorstelling 


E —1(m);, 


ii CHJ Ws =1 

(30) lo) o Ca; 5) z= (9 Ca; o 0 

en Ke Ss BEEN ee Rk s*, die weer 0q-} lineair is. 
Cm) =1 it _ geit (n) 

(31) ej o (a (a;s) = Ca; 5) og 


(waarbij in R* en S* de coördinaten geschreven zijn als kolom- 


vectoren). 
De homothetie Hj : RR, gedefinieerd door 


(32) Hj, : Xx * Ax voor x € R 

is duaal met de overeenkomstige homothetie Hj : R* > R*: 

< Hjulx > = < Aulx > = < u|Ax >= < u[H,x>. 

Voor een g-} lineaire A is Ao H) = HO) o A volgens (24) dus 


AÀ = H‚ o A heeft duale 


(33) (AA)* = A* o Hj = gE, 
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Opmerking 4. 


Over een niet-commutatief lichaam K zijn de homothetieën H‚ en 
Hj niet steeds lineair maar 

H$(au) = Aau = (Aar! )Au = Bj(a)Hju, waarin 

B, : a > Aah”! een inwendig automorfisme van K is. Schrijven we 
in R scalairen rechts en in R* links, dan is deze Hj : R* > R* 
weer duaal met Hj : R > R, nu gedefinieerd door Hj : xx , die 
0-17 lineair is: 

Hj(xa) = xaÀ = xA(CATTaA) = Hy (x)Bj 1 Ca); 

< Hfulx > = < Aulx > = A Sulx > AAT z 0, S ulxi > rz 

= (8,1) 1 (S ulijx >). 

Overigens blijft de voorgaande theorie Buist, waarbij we (30) 

en (31) moeten ontspiegelen als we in R* scalairen links, afbeel- 


dingen rechts, en de coördinaten als rijvectoren schrijven. 


Een afbeelding A : R *S van de rechts-K-vectorruimte R naar de 


links-L-vectorruimte S heet g-antilineair als 


(34) Alx+y) = Alx) + Aly), 
Alxh) = o(A)Ax, 


voor alle x,y E R,‚ A € K,; 
waarin o : K > L een anti-isomorfisme moet zijn, d.w.z. 


(35) OCA+U) = OA) + 0lu)s 


voor alle A;u € K. 
SCAu) = 0 UIA), 


Dit laatste dient opdat 
O(AuJAx = AlxAu) = oludAlxh) = oAdoludAx. 


De eigenschappen van zo'n antilineaire afbeelding stemmen overeen 
met die van een } lineaire. Bijvoorbeeld de duale A* : S* > R* 


is o“t-antilineair: voor v € S* (rechts-L-vectorruimte) geldt 
(36) < A*tv[x >= o !(< Ax|v >) € K voor alle x € R. 


Het verband tussen anti- en } lineair kunnen we tot stand brengen 
5 ij 

door de volgende kunstgreep: 

BL KE net lichaam dat we krijgen door in K een nieuwe vermenig- 


vuldiging te definiëren door 
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Er Ae = HÀ 


en de optelling te behouden. De afbeelding À > A is nu een 
anti-isomorfisme K * Kt, 

Van de rechts-K-vectorruimte R maken we een links-Kt-vectorruimte 
RÉ door de vectoren van R te nemen met de optelling van R (dus 
als additieve groep is RE* = R*), en voor de vermenigvuldiging 


met scalairen te stellen 
(38) Ax(lin RE) = xAlin RJ. 


Dan is xt x een antilineaire bijectie R * RE: 
X(ux) = (Aeu)x = (HA)X = X(HA) = CxH)À. 
Nu is de samengestelde afbeelding RE > R—Âs S J-lineair bij het 


isomorfisme kt > KZ LG. 


Voor een commutatief lichaam is Kt = K en de identiteit Ik 
anti-isomorf: Au = HÀ. De verwisseling R* Rt krijgen we 


coördinaten te zien als zpiegelen 
1 


ee fTY 


(39) is (Er En)s KOE z PK, 

En 
Het bekende anti-automorfisme van een scheeflichaam is de 
conjugatie q * q van het niet-commutatieve lichaam van de 
quaternionen IH, o.m. te verkrijgen als de complexe 2 Xx 2- 


matrices van de gedaante 


(HO) 


Ra) 
u 
Pan 
kee) 
Naef 
hd 
5 | 
' 
Nr 
1 
vo 
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Antwoorden en oplossingen. 


Lel CA Ls Gi DS, 
1.3. (i) EAN LEEN eme 4 


Zee CE) Fls0e0l, Dedel 040 FO rsil otd tlaldetedl „IAs4a4l: 
CALA 0) O5 0Ts 1D Ostl 0 Asdlelds0std FE, AO stets 
EEEN EET EE 





2.3. (di) Pr , pi sPa »P3 5 J1 A2 +3 5 U, »Uz > Uz 5 
P1 » P2s>P3sF 5 U3 sUz 51 » q3 >d2 > Ur 5 
P2 > P1sP3 9 3 U3 ‚Us 52 9 q3 >, sUz 5 
P3 > Pi sPa>r s U2 ‚U, >J3 » Ja +1 > Uz 5 
A1 >» Qq2 5439 s Uz sUz sP1 s P1 sP2 >U, 5 
qQ2s A1 9A3sP 5 Uz »Us Pa s P3 >P1 »>Uz 5 


q3 > A1 42 sr s Uz >Uj »P3 » Pa >P1 »U3 5 
U1 > Pa +42 »U3 s P3 >q3 sUz » A1 sP1 Ps 
U2 > P1 sdi »U3 » P3 >,Q3 sU1 » : Ta sPa sF5 


U3 >» Pi +1 sU2 » Pa +42 sU1 » A3 9P3 oP « 


dele GELD hots 


2.5. u, = [O,B-1,1-Yl, u, = [1-a,0,y-il, u, = Fa-1,1-B,0]. 


8, (234) [1,0,0] [041,01 ,[0,0,ils Civ) 1 0 


En: 1 8 
5.2, 0 =i 1 
= Wei 1 


5.3. rm, = [1si$urud,l+ul, oo = [i,AsAtAul, or, = [O,1,1]. 


Debs DP 


u 


Eet aëls q = [1,-1,01, Pa = EEN Da = [asta 
Esddl, | 


6.4. [aa + Bb]. 








= 152 = PEM73 





[eo | 
CE) LAs4s2ls CAE) Pls1elle 
(Ci) xx + E,Fa-1,0,075 (ii) xx + Ez fa,0,0]. 
2 8 4 
22 =2 =10 
15 15 =9 
(ii) E > E+B3 (iii) E > aE3 (iv) E > BEL, 


(ii) £/B voor E > BET!; (iii) 5 > =5. 


(i) Et BETE; (ii) 








a XxX b 
PNY Ty y 
C2 


- 153 - PEM7 3 


8.7. (1) „(12)(34),(13)(24),(14)(23) : B, 


(24) ,(1234) ,(13) ‚(1432) tE Sg 

(34) „(12) ‚(1324) „‚(1423) : 1-5, 

(234), (124)  ,(132) (143) : (1-5)7!, 

(243),(123) ,(134)  ,(142) tdk, 

(23) ,(1243) ,(1342) „(14) sl 2e 
9.1, 9.2. 














= AAB — PEM7 3 
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Tentamen Projectieve Meetkunde 
11 mei 1974. 


Schrijf uw naam en studierichting op ieder in te leveren vel. 
Schrijf op de enveloppe uw naam en het adres waarheen de uitslag 
gezonden moet worden. 

De vijf opgaven tellen ieder even zwaar. 


Een projektiviteit van een lijn L op zichzelf wordt parabolisch 
genoemd als hij precies één vast punt heeft. 
Op L is een projektieve koördinaat gegeven; p is het punt met 
projektieve koördinaat OO. 
(ii) Geef de algemene gedaante (formule). van parabolisctie projek- 
tiviteiten met vast punt p. ie k 
(ii) Laten m en Jd parabolische projektiviteiten zijn van L op L 
met vast punt p. Bewijs dat To ófwel gelijk is aan de identite: 


ófwel weer een parabolische projektiviteit is met vast punt p. 


Gegeven vijf onderling verschillende punten a;b,c,d en e in een pro- 
jektief vlak over een lichaam met karakteristiek £ 2, a, b en c 


liggen op een lijn Ls c, d ene liggen opeen lijn M,‚ L # M, 


(i) Bewijs dat er een koördinatisering van het projektieve vlak 
is zodat . 
ae Bels 7 halt detrú 7 SEL deaf 1 
der A8 1 e= 0,0,1 71 
(ii) Teken in een figuur de punten a, b, e, d en e en konstrueer 
de lijn L 1,1,1 J (t.o.v. de koördinatisering bedoeld in (i)). 


Bewijs uw resultaat. 


Bewijs dat de zwaartelijnen van een driehoek door één punt gaan. 
Dat wil zeggen: Laten a, b en c niet collineaire eigenlijke 
punten zijn in het reêle affiene vlak. Het midden van ab is c!', 
het midden van be is a! en het midden van ca is b'. Bewijs dat 
a®a', be®b' en c 8 c' door Één punt gaan. 


Aanwijzing: gebruik de stelling van Desargues. 


We werken in het reële affiene vlak, dat zo gekoördinatiseerd is 


dat Le = L 1,0,0 …J. K is een kegelsnede met vergelijking (in 





homogene koördinaten): alens 

ER - EÎ - 285 = 0. 
Zoals u weet kan men van het affiene vlak een aequiform vlak 
maken door op Le één elliptische involutie To als "rechte hoeken 
involutie'aan te wijzen, …— 
Hoe moet men To kiezen opdat K in het aequiforme vlak een cirkel 
wordt? Wat zijn in dat geval de homogene koördinaten van de iso- 
trope punten? Kies een projektieve koördinatisering op Le en geef 
To expliciet (in formule) aan t.o.v. deze koördinatisering. 


C is een cirkel in het aequiforme vlak. m is het middelpunt van C; 
a en b zijn punten op C‚ en wel zó dat het snijpunt van de raak- 


‘lijnen in a en:b'eïgenlijk is, Noem dit snijpunt p. 


Te bewijzen: Z(p ® a‚p ® m) = Z(p ® m‚p ® b). 


Aanwijzing: gebruik een slim:gekozen aequiforme afbeelding. 


adi Ge 


